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Глава 5. Введение в теорию алгоритмов

Алгоритм является фундаментальной концепцией информатики. Данная глава посвящена пониманию природы и свойств алгоритма как механического процесса обработки информации. В главе рассматриваются как классические проблемы теории алгоритмов (машина Тьюринга, тезис Черча-Тьюринга, алгоритмически неразрешимые проблемы и вопросы сложности алгоритмов), так и более недавно разработанные разделы, связанные с практическими проблемами проверки правильности алгоритмов - их верификация и тестирование. 

В результате изучения материала этой главы читатель должен обладать:

· общим представлением об алгоритмах и методах их формального представления; 

· умением представлять простейшие алгоритмы в виде программы для машины Тьюринга;

· пониманием смысла и значения тезиса Черча-Тьюринга, представлением об алгоритмически неразрешимых проблемах;

· знанием о необходимости оценки сложности вычислительных алгоритмов и приемах оценки сложности;

· знанием основ теории корректности алгоритмов преобразования данных и ее использования при разработке программ и систематических методах построения тестов.

Содержание главы 5

5.1  Понятие алгоритма.

5.2  Машина Тьюринга.

5.3  Реализация машины Тьюринга.

5.4  Алгоритмически неразрешимые проблемы.

5.5  Сложность алгоритмов.

5.6  NP-полные задачи

5.7  Верификация последовательных программ обработки данных.

5.8  Подход Флойда к верификации последовательных программ.

5.9  Частичная и тотальная (полная) корректность программ.

5.10  Задача о голландском национальном флаге.

5.11  Генерация тестовых примеров для программ.

Задачи 

ЛИТЕРАТУРА

5.1  Понятие алгоритма

Почти во всех сферах жизни человек сталкивается с предписаниями, инструкциями, рецептами решения задач, правилами, однозначно определяющими порядок выполнения действий для получения желаемого результата. Подобное предписание, удовлетворяющее некоторым дополнительным требованиям, называется алгоритмом.

Определение 5.1. Алгоритм - это определенное на некотором языке конечное предписание, задающее дискретную последовательность исполнимых элементарных операций. Процесс выполнения предписания состоит из отдельных шагов, на каждом из которых выполняется одна очередная операция. (
Это определение, понятное в интуитивном смысле, не является, однако, формальным. Действительно, что означает “элементарная операция”? Или “предписание”? С какими объектами работает алгоритм: числами, словами? ... Все это требует уточнения, если мы хотим говорить об алгоритмах строго. Алгоритмы в интуитивном смысле не являются математическими объектами, к ним не применимы математические доказательства. Однако, любое уточнение, и тем более формальное определение понятия алгоритма является “уже” интуитивного понятия. Но нужно ли формальное определение понятия алгоритма?

Формализация понятия алгоритма необходима по разным причинам. Например, сравнение двух алгоритмов по эффективности, проверка их эквивалентности и т.д. возможны только на основе их формального представления. Впервые необходимость формального понятия алгоритма возникла в связи с проблемой алгоритмической неразрешимости некоторых задач. Долгое время математики верили в возможность того, что все строго поставленные математические задачи могут быть алгоритмически решены, нужно только найти алгоритм их решения. Вера в универсальность алгоритмических методов была подорвана работой Курта Геделя (1931г.), в которой было показано, что некоторые математические проблемы не могут быть решены с помощью алгоритмов из некоторого класса. Этот класс алгоритмов определяется некоторой формальной конкретизацией понятием алгоритма. Встал вопрос: являются ли алгоритмически неразрешимыми эти проблемы только в рамках использованной Геделем модели алгоритма, или же для решения этих проблем вообще нельзя придумать никакого алгоритма ни в каком смысле? Общность результата Геделя зависит от того, совпадает ли использованный им класс алгоритмов с классом всех алгоритмов в интуитивном смысле. Поэтому поиск и анализ различных уточнений и формализаций алгоритма и соотношение этих формализаций с интуитивным понятием алгоритма является практически важным.

К настоящему времени предложен ряд формальных моделей алгоритма. Гёдель определил алгоритм как последовательность правил построения сложных математических функций из более простых, Чёрч использовал формализм, называемый (-исчислением, Тьюринг использовал гипотетическое автоматическое устройство, которое сейчас называется машиной Тьюринга, и определил алгоритм как программу для этой машины, и др. В настоящее время доказана эквивалентность этих и многих других определений. Эквивалентность различных абстрактных моделей алгоритма состоит в том, что класс проблем, которые можно решить с помощью моделей одного типа, можно решить и на моделях другого типа (фактически, в рамках одной модели выражать другие). Оказалось, что все алгоритмы в точном смысле для этих формальных моделей являются алгоритмами в интуитивном смысле, и все известные алгоритмы могут быть представлены алгоритмами в точном смысле. На основании этих результатов в информатике получило признание следующее положение: “Любое разумное определение алгоритма, которое может быть предложено в будущем, окажется эквивалентным уже известным определениям”, что означает, по сути, предположение об адекватности понятий алгоритма в интуитивном смысле и алгоритма в точном смысле в одном из перечисленных эквивалентных формализмов. Это положение в настоящее время широко используется в качестве хорошо обоснованной гипотезы, которую, однако, невозможно доказать строго, поскольку понятие алгоритма в интуитивном смысле является неформальным. Алонзо Чёрч первый высказал предложение отождествить интуитивное понятие алгоритма с одним из эквивалентных между собой точных определений. Затем Алан Тьюринг определил понятие алгоритма исходя из понятия автоматически работающей машины и независимо высказал предположение о том, что любой алгоритм в интуитивном смысле может быть представлен машиной Тьюринга (и, значит, в любой другой эквивалентной форме). В настоящее время это предположение известно как тезис Черча-Тьюринга. Смысл этого тезиса просто в том, что мы считаем, что разработанные формальные модели алгоритма достаточно хорошо отражают наше интуитивное его понимание. Поскольку каждый компьютер может моделировать машину Тьюринга (см. п. 5.3) и, следовательно, алгоритмы в любом другом формализме, то из тезиса Чёрча-Тьюринга следует, что все компьютеры эквивалентны с точки зрения принципиальной возможности решения алгоритмических проблем.

Определение машины Тьюринга среди других эквивалентных определений кажется наиболее удобным для формального определения понятия алгоритма. Мы далее будем в основном рассматривать именно его.

5.2 Машина Тьюринга 
Конечный автомат как автоматическое устройство, перерабатывающее информацию, ограничено в своих возможностях. Например, мы уже знаем, что с помощью КА невозможно решить проблему умножения двух чисел, с помощью КА невозможно распознать язык {an b сn}. Основным ограничением конечного автомата является конечность его памяти. В то же время при выполнении алгоритма в интуитивном смысле мы можем пользоваться потенциально неограниченной памятью, запоминая в процессе выполнения алгоритма по мере необходимости нужную информацию. Именно поэтому конечный автомат не может быть использован как модель устройства, выполняющего произвольные алгоритмы. Можно предположить, что если к модели КА добавить возможность запоминания произвольно больших объемов информации, то его возможности по выполнению алгоритмов расширятся.
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Рис.5.1. Сравнение определений машины Тьюринга и конечного автомата

Алан Тьюринг в 1936г. предложил формальную модель вычислителя, которая является результатом простого добавления потенциально бесконечной памяти к конечному автомату.

Конечный автомат можно представить себе как устройство с конечным числом внутренних состояний, работающее с двумя лентами: входной и выходной (рис.5.1). Конечный автомат работает по тактам. На каждом такте он читает с помощью некоторой входной головки символ из обозреваемой ячейки входной ленты, изменяет свое состояние и печатает некоторый символ выходного алфавита в обозреваемую ячейку выходной ленты, после чего две его головки чтения и записи перемещаются на одну позицию вправо. Описание функционирования конечного автомата можно считать его программой: в ней просто перечислено конечное число четверок (команд) <(s,a) ( (p,y)>, где s - текущее состояние, a - очередной входной сигнал, р - следующее состояние и у - очередной выходной сигнал. Программа КА - это просто перечисление аргументов и соответствующих результатов частично-определенной функции переходов и выходов автомата (:S(X(S(Y.
В своем вычислительном устройстве Тьюринг просто смоделировал доведенный до самых элементарных операций процесс выполнения произвольного алгоритма человеком. Человек имеет конечную память, и в этом смысле его можно представить системой с конечным числом состояний. Исходная информация к алгоритму обычно представляется в виде цепочки символов. Выполняя алгоритм, человек-вычислитель использует дополнительную память (листы бумаги) для записи информации, причем эта запись производится им символ за символом. При вычислениях человек может возвращаться к ранее записанной информации, стирать некоторую информацию и т.д. Таким образом, элементарными операциями при выполнении алгоритма можно считать запись или стирание символа и перенесение внимания с одного участка памяти на другой. Поэтому предложенная Тьюрингом формальная модель вычислителя - Машина Тьюринга (МТ) - отличается от конечного автомата только в двух аспектах: она имеет одну бесконечную рабочую ленту, с которой читает и куда пишет символы, и одну головку чтения-записи, которая может двигаться по рабочей ленте в любую сторону (рис.5.1). Такая свобода движения головки чтения-записи по сути означает возможность создавать и впоследствии анализировать промежуточную информацию. Как оказывается, такое простое расширение радикально увеличивает вычислительную мощность машин Тьюринга по сравнению с обычными конечными автоматами.

Машина Тьюринга работает по тактам. На каждом такте она читает символ из обозреваемой ячейки рабочей ленты, изменяет свое состояние в зависимости от своего внутреннего состояния и прочитанного символа и печатает символ в обозреваемую ячейку рабочей ленты, после чего ее головка чтения-записи перемещается на одну позицию влево, вправо или остается на месте. Описание функционирования МТ можно считать ее программой, в которой перечислено конечное число пятерок (команд) <(s,a) ( (p,y,D)>, где s, a, р и у имеют тот же смысл, что и в конечном автомате, а D - направление перемещения головки по рабочей ленте, которое может быть одним из трех значений: L - влево, R - вправо и Н - оставаться на месте. Иными словами, программа МТ- это просто конечный список аргументов и соответствующих результатов ее частично-определенной функции переходов и выходов (:S(X(S(X(Г.
Машина Тьюринга имеет один конечный рабочий алфавит X, в котором входные и выходные символы не различаются: выходной символ, напечатанный на ленте, машина может читать в последующих тактах. Для удобства обычно считают, что X содержит пустой символ (, находящийся во всех ячейках рабочей ленты слева и справа от конечной цепочки “значащих” символов в начале работы. Пусть МТ находится в состоянии q и в обозреваемой ячейке ленты находится символ х. Если в программе МТ нет команды для пары <q,x>, то МТ останавливается. Если в программе МТ несколько команд для данной пары <q,x>, то это - недетерминированная машина Тьюринга, в ней выполняется одна из нескольких возможных команд с левой частью <q,x>. Очевидно, что в любой момент работы на ленте МТ находится только конечная цепочка “значащих” символов. После останова машины Тьюринга такая цепочка является результатом переработки входной цепочки. Таким образом, МТ является автоматом-преобразователем символьных цепочек. Машина Тьюринга также может быть распознавателем множеств цепочек. В МТ выделяются специальные заключительные состояния стоп или “!”, и если МТ, работающая как распознаватель, останавливается в одном из этих состояний при пустой входной ленте, то она распознает входную цепочку. Если в заключительном состоянии останавливается машина-преобразователь Тьюринга, то информация на рабочей ленте является результатом переработки входной информации.

Конфигурацией машины Тьюринга называется ее текущее состояние, текущее состояние рабочей ленты и место расположения головки. При работе МТ в каждом такте происходит смена конфигураций.

Пример 5.1. Построим МТ, распознающую язык {anbcn}. Представлять МТ будем подобно конечному автомату с помощью графа переходов, в котором каждой команде <(q,x)((p,y,D)> соответствует ребро, направленное из вершины, помеченной состоянием q в вершину, помеченную состоянием р. Само ребро помечено входным символом х, выходным символом у и направлением движения головки D (рис.5.2). 




Рис.5.2. Графическое представление команды машины Тьюринга <(q,x)((p,y,D)>
Именно эта последняя деталь (указание направления движения головки) отличает граф переходов МТ от графа переходов конечного автомата.




Рис.5.3. Граф переходов машины Тьюринга, распознающей язык {anbcn}, 
и несколько ее конфигураций при обработке входной цепочки “aaabccc”.
Начальная конфигурация этой МТ (когда она находится в начальном состоянии s, а головка расположена против крайнего левого символа входной цепочки) и несколько промежуточных конфигураций, возникающих при ее работе (рис. 5.3), поясняют алгоритм распознавания. (
Пример 5.2. Рассмотрим машину Тьюринга, находящую наибольший общий делитель двух положительных целых чисел, заданных в унарной системе счисления, в которой числу N соответствует N последовательных символов ‘1’. Начальная конфигурация машины Тьюринга пусть будет такова:




Программу этой машины Тьюринга зададим с помощью графа переходов:



Рис.5.4. Граф переходов машины Тьюринга, вычисляющей НОД двух чисел, 
и несколько ее конфигураций при обработке пары чисел (4,6)
Стратегия вычисления НОД двух чисел здесь - это повторяющиеся действия по нахождению меньшего из двух чисел и вычитанию его из большего до тех пор, пока не получатся равные числа. Алгоритм работы этой МТ поясняется последовательно возникающими ее конфигурациями при обработке входа (4,6) на рис.5.4.(
Рассмотрим несколько свойств машин Тьюринга.

Теорема 5.1. Для любой машины Тьюринга существует эквивалентная машина Тьюринга, такая, что все ребра, входящие в каждую вершину, помечены одним и тем же направлением движения головки.

Доказательство легко следует из правила эквивалентного преобразования исходной машины Тьюринга:




Каждое состояние исходной МТ расщепляется на несколько эквивалентных состояний, в каждое из которых приходят ребра только с одинаковой пометкой о направленности движения головки. (
Теорема 5.2. Для любой машины Тьюринга существует эквивалентная машина Тьюринга, работающая на полубесконечной ленте.

Доказательство этой теоремы конструктивное, т.е. мы дадим алгоритм, по которому для любой машины Тьюринга может быть построена эквивалентная машина Тьюринга с объявленным свойством. Во-первых произвольно занумеруем ячейки рабочей ленты МТ, т.е. определим новое расположение информации на ленте:




Затем перенумеруем ячейки, причем будем считать, что символ “*” не содержится в словаре МТ:




Наконец, изменим машину Тьюринга, удвоив число ее состояний, и изменим сдвиг головки считывания-записи так, чтобы в одной группе состояний работа машины была бы эквивалентна ее работе в заштрихованной зоне, а в другой группе состояний машина работала бы так, как исходная машина работает в незаштрихованной зоне. Если при работе МТ встретится символ ‘*’, значит головка считывания-записи достигла границы зоны:




Начальное состояние новой машины Тьюринга устанавливается в одной или другой зоне в зависимости от того, в какой части исходной ленты располагалась головка считывания-записи в исходной конфигурации. Очевидно, что слева от ограничивающих маркеров “*” лента в эквивалентной машине Тьюринга не используется. (
5.3 Реализация машины Тьюринга
Рассмотрим вопрос о реализации машины Тьюринга. Очевидно, что наращиваемую память в современных ЭВМ можно считать аналогом бесконечной в одну сторону рабочей ленты машины Тьюринга. Какого количества и каких команд достаточно, чтобы реализовать операции машины Тьюринга? Очевидно, что для этого достаточно только пяти типов команд:

Команда
Пояснение

сдвиг {влево, вправо}
Сдвиг головки на 1 позицию на ленте влево или вправо

переход, р
Безусловный переход к команде с номером р

если, s, р
Условный переход к команде с номером р, если в обозреваемой ячейке находится символ s 

печать, s
Печать символа s в обозреваемую ячейку

стоп
Останов

Например, начало программы машины Тьюринга, которая находит наибольший общий делитель (рис.5.4), имеет вид:

00: если, а, 02; {если в начальном состоянии прочитан символ а, то на команду 02}
01: переход, 05; {если нет, то на проверку другого символа}
02: печать, а;

03: сдвиг, влево;

04: переход, 00; {возврат в начальное состояние}
05: если, b, 07; {если в начальном состоянии прочитан символ b, то на команду 07 }
06: переход, 10; { если нет, то на проверку другого символа}
07: печать, b;

08: сдвиг, влево;

09: ....
Из этого можно сделать следующий вывод: для того, чтобы автоматическое вычислительное устройство могло реализовать любой алгоритм, достаточно, чтобы оно могло работать с линейной памятью - аналогом полубесконечной входной ленты машины Тьюринга и могло выполнять по крайней мере пять перечисленных выше операций. Известно, что все современные компьютеры включают подобные команды. Это означает, что все они являются универсальными вычислителями. Известно также, что кроме этих команд, компьютеры включают также множество и других видов команд. Очевидно, эти дополнительные команды не расширяют принципиально возможностей компьютеров, но существенно повышают удобство и эффективность вычислителей.

Другой интересный вывод связан с возможностью реализации машины Тьюринга на языке высокого уровня. Поставим вопрос: какие управляющие конструкции достаточны для реализации любой машины Тьюринга? Очевидно, что c помощью последовательности операторов, выбора (if-then-else), цикла (while) и перехода (goto) любую программу машины Тьюринга можно реализовать. Однако, справедливо и более сильное утверждение: оператор перехода в этом наборе лишний. Действительно, пусть state - переменная типа состояние, symbol - переменная типа символ. Пусть элементарными операциями языка являются Читать(с) - чтение очередного символа из обозреваемой ячейки входной ленты (или моделирующего ее массива) и помещение его в переменную с, Писать(с) - печатать символ с в обозреваемую ячейку входной ленты и Сдвиг (D) - имитация сдвига головки чтения-записи  по рабочей ленте МТ (фактически, изменение индекса читаемого элемента одномерного массива). Очевидно, что любая программа машины Тьюринга может быть построена так: 

begin
…
    state = s0;


// начальное состояние

    while ( state != стоп ) do 
// повторяем цикл, пока не придем в заключительное состояние 
        {

Читать(symbol); 

              …

if (state = = s & symbol = = x ) 
// реализация
                    { 



// команды машины Тьюринга

state = p; 

// <(s,x)((p,y,D)>
Писать(y); 

Сдвиг (D) 

                     } 

else
if (state = = …

…
end
Отсюда следует важный вывод: любую машину Тьюринга (и, следовательно, любой алгоритм) можно реализовать на языке высокого уровня с использованием только трех управляющих конструкций: последовательность, выбор и цикл. Тем самым мы доказали известную основную теорему структурного программирования, доказанную впервые из других соображений Бомом и Якопини.

5.4 Алгоритмически неразрешимые проблемы
Выше мы упоминали о существовании алгоритмически неразрешимых проблем, т.е. проблем, для которых не существует алгоритмов их решения. Утверждение это весьма сильное. Оно означает не то, что мы не знаем сейчас соответствующего алгоритма, оно говорит о том, что такого алгоритма мы никогда найти не сможем. Впервые Курт Гедель в 1931 г. представил строго сформулированную математическую проблему, для которой не существует решающего ее алгоритма. Сам по себе этот факт является удивительным, однако он имеет большое практическое значение. Для проблем, алгоритмическая неразрешимость которых доказана, бессмысленно искать методы их решения точно так же, как бессмысленны поиски вечного двигателя. Оказалось, что таких алгоритмически неразрешимых проблем много, например, не существует алгоритма проверки общезначимости логической формулы в логике предикатов. Мы сейчас сформулируем одну из таких проблем и докажем ее алгоритмическую неразрешимость. Эта проблема известна как “проблема останова”.

Не для каждой программы очевидно, что она завершится. Например, сейчас неизвестно, справедлива ли следующая теорема Ферма: "Не существует таких целых a,b,c что an+bn=cn". Построим алгоритм: 

module Fermat(n)

repeat for a=1,2, …

repeat for b=1,2, …

repeat for c=1,2, …

if an+bn=cn then stop

Останавливается ли этот алгоритм для n=724? Никто не знает.

Теорема 5.3. Не существует алгоритма, позволяющего по описанию произвольного алгоритма и его исходных данных определить, останавливается ли этот алгоритм на этих данных, или работает бесконечно.

Доказательство. Будем доказывать эту теорему для представления алгоритмов как машин Тьюринга, а их исходных данных - как цепочки символов на рабочей ленте. На основании тезиса Черча-Тьюринга если мы докажем, что не существует машины Тьюринга, решающей эту проблему, то не может существовать и никакого алгоритма ее решения, выраженного в любой другой форме.

Итак, в эквивалентной формулировке теорема звучит так: не существует машины Тьюринга, которая по описанию произвольной машины Тьюринга и ее входной ленты определяет, останавливается ли эта машина Тьюринга на этой входной ленте, или работает бесконечно.

Предположим противное, т.е. что такая машина Тьюринга А существует, причем она тогда имеет два заключительных состояния, s! и q!, такие, что по описанию произвольной машины Тьюринга DM и ее входной ленты TM машина А придет в состояние s! и остановится, если М на входной ленте ТМ не останавливается, и машина А придет в состояние q! и остановится, если М на входной ленте ТМ останавливается:




Частным случаем входной ленты ТМ является такой вход машины М, который является описанием ее самой:




Таким образом, если А существует, то по описанию любой машины Тьюринга М она перейдет в состояние s! и остановится, если М не останавливается, имея в качестве входной ленты описание самой себя. Но если существует А, то существует и машина В, которая сначала печатает маркер ‘#’, копирует содержимое входной ленты слева от маркера, а потом работает, как А:




Таким образом, если А существует, то имея на входе описание DM любой машины Тьюринга М, машина Тьюринга В перейдет в состояние s! и остановится, если М не останавливается, имея в качестве входной ленты описание DM. Рассмотрим, как будет себя вести машина В, если в качестве входа ей предъявить описание её самой! 




Из предыдущего следует, что если наше предположение верно, то существует машина Тьюринга В, которая, имея на входе описание DB, перейдет в состояние s! и остановится, если В не останавливается, имея в качестве входной ленты описание DB.

Таким образом, мы пришли к противоречию, и исходное предположение о существовании машины Тьюринга А, решающей проблему останова, неверно. Теорема доказана. (
Другие алгоритмически неразрешимые проблемы Проблема останова не единственная, для которой не существует алгоритмов решения. Многие другие проблемы, часто важные для практики, оказались алгоритмически неразрешимыми. Перечислим некоторые из них:

а) Проблема эквивалентности алгоритмов: по двум произвольным заданным алгоритмам (представленным, например, в виде программ для машины Тьюринга или на языке программирования Паскаль) определить, будут ли они выдавать один и тот же результат на любых исходных данных.

б) Проблема эквивалентности грамматик: по двум произвольным грамматикам, представленным в виде наборов синтаксических диаграмм, определить, совпадают ли определяемые ими языки.

в) Проблема тотальности: по произвольному заданному алгоритму определить, будет ли он завершаться на всех возможных входных наборах.

г) Десятая проблема Гильберта: "Найти алгоритм, который по заданному многочлену Р(х1, … , xn) с целыми коэффициентами определяет, имеет ли уравнение Р=0 решение в целых числах". Ю.В. Матиясевич [M70] показал, что такого алгоритма не существует.

Частично разрешимые проблемы. Существует множество алгоритмически неразрешимых проблем, и некоторые из них представлены выше. Однако, некоторые проблемы “менее” неразрешимы, чем другие. Для простоты ограничимся только такими проблемами, которые в качестве результата выдают только “ДА” или “НЕТ”.

Рассмотрим проблему останова. Она состоит в том, что по заданной программе М и её входных данных D необходимо определить, останавливается М на D, или нет. Это как раз проблема с возможными ответами “ДА” и “НЕТ”. Очевидно, что мы можем частично решить эту проблему вовсе не составляя специального алгоритма, анализирующего М и D, а просто запустить М на D. Если М остановится на D, то ответ будет “ДА”. Трудности возникают только, если М не останавливается на D. В каждый момент, пока алгоритм не остановился, мы не знаем, остановится ли он впоследствии, или нет. Иными словами, не существует алгоритма, который смог бы определить, что М не останавливается на D. Проблема останова является “частично разрешимой” проблемой.

К этому же типу частично разрешимых проблем относится и проблема невыполнимости логической формулы в исчислении предикатов (или сводящейся к ней проблемы логического вывода с предикатами). Если формула невыполнима, метод резолюции обязательно остановится и выдаст ответ “ДА”. Однако, если формула не является невыполнимой, в общем случае алгоритм резолютивного вывода должен перебрать все возможные резолюции, а их может быть бесконечное количество при бесконечной области определения переменных. Оказывается, не существует и никакого другого алгоритма, позволяющего проверить невыполнимость произвольной формулы логики предикатов и гарантирующего всегда ответы “ДА” или “НЕТ”. Поэтому, как указано в гл.2, метод резолюции - это самый лучший из возможных методов (с точки зрения не эффективности, конечно, а с точки зрения принципиальной возможности получения результата).

Проблема эквивалентности и проблема тотальности не являются частично разрешимыми. Иными словами, не существует алгоритма, который для любой пары алгоритмов давал бы ответ “ДА” даже если эти алгоритмы эквивалентны.

5.5 Сложность алгоритмов
Относительно программы можно поставить три вопроса:

· является ли программа хорошо составленной? Субъективное понятие «хорошо составленная» можно отнести к стилю написания, ясности понимания, легкости модификации и т.д.

· является ли программа эффективной? Под эффективностью обычно понимаются затраты ресурсов на программу.

· делает ли программа то, что от нее требуется? 

Далее в этой главе мы рассмотрим формальную постановку и подходы к получению ответов на второй и третий вопросы. Ответ на первый вопрос также очень важен, но его трудно формализовать: оценки качества программы обычно очень субъективны.

Важнейшей характеристикой алгоритма является объем ресурсов, требуемых для выполнения алгоритма. Такими ресурсами являются время и память. Временная сложность алгоритма показывает, как долго будет решаться проблема с помощью этого алгоритма. Временная сложность алгоритма обычно измеряется числом элементарных шагов решения. Оказывается, что для решения одной и той же проблемы часто можно построить алгоритмы различной временной сложности.
Пусть А - алгоритм решения некоторого класса задач, а N - размерность отдельной задачи из этого класса. N может быть, например, размерностью обрабатываемого массива, числом вершин обрабатываемого графа и т.д. Обозначим fА(N) функцию, дающую верхнюю границу максимального числа основных операций (сложения, умножения и т.д.), которые должен выполнить алгоритм А при решении задачи размерности N. Будем говорить, что алгоритм А полиномиальный, если fА(N) растет не быстрее, чем некоторый полином от N. В противном случае А - экспоненциальный алгоритм. Оказывается, что между этими классами алгоритмов существенная разница: при больших размерностях задач (которые, чаще всего, интересны на практике), полиномиальные алгоритмы могут быть выполнены на современных компьютерах, тогда как экспоненциальные алгоритмы для практических размерностей задач не могут быть решены вовсе. Поэтому обычно разрабатываются другие подходы для решения соответствующих проблем. Например, если даже существует экспоненциальный алгоритм, связанный с перебором для нахождения оптимального решения некоторой проблемы, то на практике применяются другие, более эффективные алгоритмы для нахождения не обязательно оптимального, а только приемлемого решения. Большинство экспоненциальных алгоритмов - это просто варианты полного перебора (мы их рассмотрим в следующем разделе), в то время, как полиномиальные алгоритмы обычно можно построить лишь тогда, когда удается более глубоко проникнуть в суть решаемой проблемы.

Полиномиальные алгоритмы тоже могут существенно различаться в зависимости от степени полинома, аппроксимирующего fА(N). Рассмотрим сначала, как оценить временную сложность алгоритма. Такая оценка производится с использованием символа О (“большого О”): говорят, что fА(N) растет как g(N) для больших N (и записывается это как fА(N)=O(g(N)) ), если существует положительная постоянная Сonst>0, такая, что limN(( fА(N)/g(N) = Const. Оценка O(g(N)) называется временной асимптотической сложностью алгоритма. Оценка O(g(N)) для функции fА(N) применяется, когда точное значение fА(N) неизвестно, а известен лишь порядок роста времени, затрачиваемого на решение задачи размерностью N, алгоритмом А. Точные коэффициенты fА(N) зависят от конкретной реализации, в то время как O(g(N)) является характеристикой самого алгоритма. Например, если временная асимптотическая сложность алгоритма есть О(N2) (такой алгоритм называется квадратичным), то при увеличении N время решения задачи увеличивается как квадрат N.

Другой вид оценки связан с введением "малого о": говорят, что fА(N) растет не быстрее, чем g(N) для больших N (и записывается это как fА(N)=о(g(N)) ), если limN(( fА(N)/g(N) = 0. Таким образом, алгоритм А является полиномиальным, если fА(N)= о(Pk(N)), где Pk(N) - некоторый полином от N степени k. Так, алгоритм, асимптотическая сложность которого есть О(NlogN), является полиномиальным.

Пример 5.3. В качестве примера разработки алгоритмов различной сложности рассмотрим проблему, возникающую в одномерном распознавании образов [B84]. Входом для алгоритма является вектор Х из N вещественных чисел, выходом - максимальная сумма любого подмассива этого вектора. Например, если входной вектор есть Х[1..10]=<31;-41;59;26;-53;58;97;-93;-23;84>, то результатом является сумма подмассива Х[3..7], которая равна 187. Это максимальная сумма среди всех возможных подмассивов массива Х. Очевидным решением при всех положительных элементах вектора является сумма элементов всего входного вектора, а при всех отрицательных элементах - пустой подмассив с нулевой суммой.

Эта проблема возникла при построении системы распознавания образов: после представлении изображения в цифровой форме степень наилучшего совпадения некоторого фрагмента этого изображения с заданным образцом определялась формально именно как максимальная сумма членов всех подмассивов массива, представляющего образ.

Разработать алгоритм решения этой проблемы в общем случае весьма просто. Очевидное решение - это перебор для всех пар границ подмассивов L, U, таких, что 1(L(U(N, где N- длина вектора Х, подсчитать суммы членов и выбрать среди них максимальную:

Алгоритм 1::
1:
МахSoFar:=0.0;
1

2:
for L :=1 to N do
N

3:
      for U := L to N do
N+(N-1)+(N-2)+ … + 1 = N(N+1)/2

4:
          Sum := 0.0;
N(N+1)/2

5:
          for i :=L to U do
[1+2+…+N]+[1+2+…+(N-1)]+…+[1]=

(i=1N(N-i+1)*(N-i+2)/2

6:
               Sum := Sum + X[i];
(i=1N(N-i+1)*(N-i+2)/2

7:
          МахSoFar := max (МахSoFar, Sum);
N(N+1)/2

Оценим сложность алгоритма. Справа от каждого оператора Алгоритма 1 подсчитано число его выполнений. Будем считать, что все операторы одинаково сложны (если это не так, можно ввести соответствующий коэффициент). К оператору управления циклом (третья строка) производится N обращений; при первом обращении этот цикл выполняется N раз, при втором N-1 раз, и т.д., всего N(N+1)/2 раз Столько же раз выполняются операторы 4 и 7. К выполнению оператора цикла 5 управление передается N+(N-1)+(N-2)+ … + 1 раз. При первом обращении цикл выполняется повторно [1, 2, … , N] раз, затем [1, 2, …, N-1] раз и т.д. Всего операторы 5 и 6 выполняются (i=1N(N-i+1)*(N-i+2)/2 = N3/6+2N2+3N/4 раз, поскольку (i=1Ni2=N(N+1)(2N+1)/6. Общее число выполненных операторов алгоритма: fА1(N)=1+N+3N(N-1)/2+2(N3/6+2N2+3N/4). Таким образом, асимптотическая временная сложность этого алгоритма равна О(N3).

Существует очевидный путь сделать программу быстрее. Легко можно заметить, что если мы уже вычислили сумму элементов подмассива Х[L ... U], то сумма элементов подмассива Х[L ... U+1] получается из нее просто добавлением элемента Х[U+1].

Алгоритм 2::
1:
МахSoFar:=0.0;
1

2:
for L :=1 to N do
N

3:
    Sum := 0.0;
N

4:
    for U := L to N do
N+(N-1)+(N-2)+ … + 1 = N(N+1)/2

5:
           Sum := Sum + X[U];
N(N+1)/2

6:
          МахSoFar := max (МахSoFar, Sum);
N(N+1)/2

Общее число выполненных операторов алгоритма 2: fА2(N)=1+2N+3N(N-1)/2. Поэтому его асимптотическая временная сложность равна О(N2).

Рассмотрим еще один алгоритм для решения этой проблемы. Прежде, чем вычислять сумму элементов подмассива Х[L ... U], перестроим исходный массив Х так, чтобы каждый его элемент содержал бы сумму всех предшествующих элементов массива Х. Новый вспомогательный массив назовем CumArray. Таким образом, CumArray[i] будет равен X[1]+X[2]+ ... + X[i]. Используя этот вспомогательный массив, вычислить сумму элементов подмассива Х[L ... U] легко: она равна CumArray[U] - CumArray[L-1]. Таким образом, за одну операцию вычитания мы можем получить любую сумму, на получение которой в предыдущих алгоритмах тратили O(N) сложений. Новый алгоритм имеет следующий вид: 

Алгоритм 3::
МахSoFar:=0.0;

CumArray[0] := 0.0;

for i :=1 to N do
CumArray[i] := CumArray[i-1] + X[i];
for L :=1 to N do
for U := L to N do
Sum := CumArray[U] - CumArray[L-1];
МахSoFar := max (МахSoFar, Sum);
Однако, асимптотическая временная сложность алгоритма 3 равна О(N2), так же, как и алгоритма 2. Действительно, сложность первой вспомогательной части - получения вспомогательного массива - требует O(N) операций, а основная часть - это два вложенных цикла, и выполнение ее требует О(N2) операций. Возможность построения более эффективного алгоритма для решения этой проблемы представляется сомнительной: действительно, существует порядка О(N2) подмассивов у массива длины N, поэтому любой алгоритм, сравнивающий суммы всех этих подмассивов, с неизбежностью будет иметь сложность О(N2).

Рассмотрим, однако, следующий прием. Пусть сканируя массив слева направо и проанализировав Х[i-1], мы уже имеем значение MaxSoFar максимальной суммы среди всех возможных подмассивов массива Х[1 .. i-1].




Как мы можем найти значение MaxSoFar среди всех возможных подмассивов массива Х[1 .. i] после анализа следующего элемента Х[i] массива Х? Очевидно, что единственной альтернативой значению MaxSoFar на следующем шаге является максимальная сумма всех возможных подмассивов массива Х, имеющих правую границу точно в позиции i. Назовем это значение MaxEndingHere. Если каким-то образом мы можем это значение вычислить на i-м шаге, то новое значение MaxSoFar можно определить как максимальное среди двух значений: предыдущего значения MaxSoFar и текущего значения MaxEndingHere.



Можно подсчитывать значение MaxEndingHere каждый раз в цикле, и тем самым мы можем построить новый алгоритм, временная сложность которого будет квадратичной. Простые соображения, однако, показывают, что величину MaxEndingHere можно получить итеративно из ее предыдущего значения и величины X[i]. Таким образом, новый алгоритм имеет вид:

Алгоритм 4::
МахSoFar := 0.0;

МахEndingHere := 0.0;

for i :=1 to N do
МахEndingHere := max (0.0, МахEndingHere +X[i]);

МахSoFar := max (МахSoFar, МахEndingHere)
Временная сложность этого алгоритма О(N). Это наилучший возможный алгоритм, поскольку любой алгоритм должен просмотреть все N значений массива Х хотя бы раз. (
Приведенный пример демонстрирует достаточно традиционную ситуацию: тщательное продумывание проблемы ведет к уменьшению сложности решающего ее алгоритма, а это, в свою очередь, дает существенное уменьшение времени решения. Так, например, время решения приведенной выше задачи для входного массива Х длиной 104 на машине VAX-11/750 для первого алгоритма - 39 суток, а для последнего - треть секунды [B84]. Примеры разработки и оценки сложности различных алгоритмов приведены, например, в [ГХ81].

Для многих проблем существуют нижние границы сложности решающих их алгоритмов и никаким продумыванием нельзя уменьшить сложность решения проблемы ниже этой границы. Для ускорения решения в этом случае необходима более тщательная конкретизация проблемы. Опыт решения задач показал, что общность алгоритма и его эффективность часто являются противоречивыми свойствами. Поэтому часто для создания эффективных алгоритмов нужно сознательно идти на конкретизацию проблемы, разбиение общей постановки на более узкие классы и, пользуясь их спецификой, разрабатывать для них эффективные алгоритмы. Другой подход к решению сложных проблем - искать алгоритмы, дающие не точное, а лишь приближенное решение.

5.6. NP-полные задачи

Многие задачи, относящиеся к теории программирования, комбинаторной математике, исследованию операций, оптимизации  и т.д., допускают решение с помощью некоторого процесса перебора. Так, например, булевская задача о рюкзаке: "Найти такие хi({0,1}, что (i=1n aixi=b" решается обычным перебором n-мерных булевских векторов - всех 2n возможных вариантов решения. В переборных задачах число шагов решения растет экспоненциально с ростом размерности задачи. Для некоторых подобных задач удается построить более эффективные методы, чем полный перебор. Однако, большинство задач этого типа труднорешаемы, для них неизвестны методы получения нужного решения без перебора всех или почти всех вариантов, число которых растет экспоненциально от размера задачи.

В качестве второго примера трудноразрешимой задачи рассмотрим классическую задачу о коммивояжере. Пусть задано конечное множество городов С={с1, …, сm} и расстояний d(ci,cj) для каждой пары городов. Решением задачи является такая последовательность П=<c((1), …, c((n)> городов, которая дает не меньшую заданного расстояния В общую длину маршрута, начинающегося и заканчивающегося в заданном городе c((1) и проходящего последовательно через все города цепочки П. 

Третий пример - задача об изоморфизме графов: Определить для двух заданных графов G1 и G2 верно ли, что G1 содержит подграф, изоморфный G2? Многочисленные попытки найти полиномиальные алгоритмы решения этих и других подобных проблем не привели к успеху, однако не было доказано также, что таких алгоритмов не существует.

Для проблем подобного типа, для которых не было найдено быстрых алгоритмов их решения - это комбинаторные задачи коммивояжера, общие задачи планирования и упаковки, задачи на графах и др. - было обнаружено следующее общее свойство, которое позволяет считать их в некотором смысле эквивалентными. Во-первых, формулировки этих задач полиномиально сводятся друг к другу, так что если хотя бы для одной из таких задач был бы найден полиномиальный алгоритм, то полиномиальную сложность решения имели бы и все задачи этого класса. Другое важное свойство задач этого класса следующее. Если для данной задачи уже откуда-то известно предполагаемое решение, то проверка того, что это действительно решение, требует полиномиального времени. Именно понятие полиномиальной "проверяемости" позволяет выделить все эти задачи в один класс, который назван классом NP-полных проблем, где N обозначает "недетерминированность" алгоритма, генерирующего предполагаемое решение, а Р- "полиномиальность" времени проверки этого предположения. В терминах машины Тьюринга алгоритм решения подобной задачи состоит из двух последовательных блоков, первый из которых недетерминированно генерирует некий предполагаемый вариант решения и записывает его на входной ленте, а второй за полиномиальное время проверяет, что это действительно решение. Теория труднорешаемых задач изложена, например, в [ГД82].

5.7. Верификация последовательных программ обработки данных

Гарантия качества построенного объекта - одна из главных забот инженера, создателя новых, искусственных объектов в любой области. Системный программист, инженер в области информатики создает новые объекты-программы - преобразователи информации, и он также должен заботиться о качестве результата своего труда. Оказывается, что вопрос оценки качества программ совсем непрост, исследования здесь находятся на самой начальной стадии.

Известно, что описки, логические ошибки очень часто встречаются в программах - программы часто некорректны. Очевидным является тот печальный факт, что почти в каждой большой программе, используемой на практике, есть скрытые ошибки. Поэтому очевидно, что самый  первый вопрос о качестве программы, который программист должен ставить перед собой - это вопрос: “А делает ли данная программа то, что от нее требуется?”. На этот простой вопрос, однако, очень трудно ответить. 
Простейший путь проверки того, что делает программа, это тестирование - прогон программы на конкретных наборах исходных данных (тестовых примерах) и сравнение результата работы программы с ожидаемым результатом, известным заранее или полученным каким-то другим способом. Пусть, например, нам требуется проверить правильность программы нахождения НОД (наибольшего общего делителя) двух натуральных чисел. Применяя тестирование, мы можем подать на вход программы пару чисел <15, 25>. Пусть после завершения программы получили НОД(15,25)=5. Подадим на вход программы другую пару чисел <51, 136>. Пусть после завершения программы получили НОД(51,136)=17. Однако, эти результаты еще ничего не говорят о работе программы на других возможных входах, если программа рассматривается как “черный ящик”, т.е. мы используем только ее вход и выход, а ее внутренняя структура нам неизвестна. Если, например, наша программа на паре входных чисел <12, 153> выдает в качестве их НОД число 5, а не число 3, то пока мы не проверим программу именно на этом входе, мы можем и не узнать, что программа некорректна (рис.5.5).




Рис.5.5. Программа как преобразователь исходных данных в результаты.

В работе “Дисциплина программирования” Э.Дейкстра выдвинул следующий тезис: “Тестированием нельзя доказать правильность программы”. Действительно, если при проведении тестирования на некотором входном наборе нами получен неправильный результат, то мы выявили некорректность программы. Но для того, чтобы доказать ее корректность, необходимо проверить работу программы на всех возможных входных наборах, а это хотя и конечное, но огромное множество. Например, поставим задачу проверки правильности программы нахождения НОД двух натуральных чисел тестированием на всех возможных аргументах. Если числа представляются 32-х разрядным двоичным словом, то всего таких входных наборов - 264, или приблизительно 1019. Если на прогон программы и оценку правильности результата на одном конкретном наборе данных у нас будет уходить только 1 микросекунда, то на перебор всех входных данных нам потребуется 1013 секунд или более 300 тысяч лет. Таким образом, необходимы другие подходы к проверке правильности программ. Одна программа определяет целый класс конкретных вычислений, и доказательство правильности программ должно характеризовать их все.

Компьютерные программы можно рассматривать как формальные математические объекты, и поэтому их свойства могут быть предметом математического анализа. Верификация программ - это процесс использования формальных математических приемов для проверки соответствия программы ее спецификации (ри.5.6). Под спецификацией мы будем понимать формальное же описание того, что должна делать программа; в то время как сама программа (в процедурных языках) описывает, как это делается. При этом обязательно явное разделение, независимое рассмотрение как спецификации требований к программе, так и самой программы.




Рис.5.6. Общая схема верификации программ

Ниже мы рассмотрим один из наиболее распространенных методов верификации программ - метод индуктивных утверждений Флойда-Хоара. Ограничимся для простоты целой арифметикой и будем игнорировать переполнение регистров и ограничение памяти.

5.8 Подход Флойда к верификации последовательных программ.

Впервые Роберт Флойд в 1967г. дал полностью формальный метод проверки правильности алгоритмов. Рассмотрим сначала, следуя Флойду, как строить точную спецификацию того, что программа должна делать.

Флойд предложил формализовать спецификацию программы на основе понятия предиката над множеством состояний программы. Рассмотрим программу нахождения НОД двух натуральных чисел, которая вычисляет Z=НОД(X,Y). Для этой программы пусть М - это область программных переменных, М=DX(DY(DZ, где DU - это область значений переменной U, включая ее неопределенное значение (. Очевидно, что элементы множества М - это все вектора, первый член которых - значение Х, второй - значение Y, а третий - значение Z. Например, вектор v1=<5,-7.4, 54> - это набор значений Х=5, Y=-7.4, Z=54, а вектор v2=<15, 25, (> - это набор значений Х=15, Y=25, Z=(, . Введем предикат I(“Х и Y - натуральные числа”. Очевидно, этот предикат принимает значение False на векторе v1 и значение True на векторе v2. Введем другой предикат, R ( Z=НОД(X,Y). На наборе <15, 25, 5> этот предикат принимает значение True, а на наборе  <12, 153, 5> - значение  False. Пусть S - программа, которая должна вычислять НОД двух натуральных чисел. Тогда ее формальная спецификация, очевидно, может быть записана в виде формулы:
{I}S{R},

что будем понимать так: “Если утверждение I истинно до начала работы программы S, то после завершения S будет истинно утверждение R” (рис.5.7). Фактически, утверждение R есть не что иное, как запись функции в виде предиката над множеством состояний программы. Если программа должна вычислять у как f(х) (х и у могут быть векторами), то предикат R: у=f(х) истинен как раз тогда, когда выход у программы правилен, т.е. действительно равен значению f(х).

Такой подход к спецификации того, что должна делать программа - это несомненный шаг вперед: спецификация не связана с текстом самой программы. Разнообразных программ подсчета наибольших общих делителей может быть много, но спецификация того, что все они должны делать - одна. Другой пример - упорядочивание чисел в одномерном массиве. Известно множество алгоритмов сортировки, они отличаются требуемой памятью, временем работы и т.д., но спецификация того, что должны делать соответствующие программы - одна.




Рис.5.7. Графическое представление спецификации программы нахождения НОД.

Используемые при анализе программ предикаты - это утверждения, которые характеризуют свойства программных переменных и отношения между ними. Они характеризуют состояние вычислений, это предикаты, задающие подмножества множества состояний программы, а именно, все те состояния, на которых данный предикат истинен. Например,

“х - натуральное число”;

“х=у”;

“x+y>z”;

“элементы вектора V отсортированы в неубывающем порядке”. 

Итак, метод верификации программ, предложенный Флойдом (рис.5.2), основан на понятии предиката на множестве состояний вычислений. Рассмотрим простейший пример: пусть мы откуда-то знаем, что до выполнения следующего фрагмента программы выполняется условие х>z+5:

{I: х>z+5}
х:= x+3;

у:= 2;

Очевидно, что после выполнения этих операторов х возрастет на 3, а z станет равным 2, поэтому мы можем гарантировать, что по выходе из этой программы (x>z+8)&(y=2). Поскольку каждый оператор программы изменяет программные переменные (и, следовательно, состояние программы), то для любого предиката (характеризующего множество состояний программы, на которых этот предикат принимает истинное значение), мы можем формально определить, как этот предикат изменится после выполнения оператора (т.е. как изменятся все те состояния программы, на которых исходный предикат был истинным). Таким образом, каждый оператор программы (как и вся программа обработки данных целиком) может рассматриваться как преобразователь предикатов, и правила такого преобразования характеризуют семантику операторов программы. Это и составляет суть метода анализа корректности программ, предложенного Робертом Флойдом. Рассмотрим правила такого преобразования для блок-схем программ.



Рис.5.8. Правила преобразования предикатов для блок-схем программ.

Обозначим PostS такое преобразование, выполняемое блоком S. Правила преобразования состояний программы представлены на рис.5.8. Некоторое затруднение в понимании может вызвать правило для оператора присваивания (рис.5.8,а). Поясним это правило. Пусть до выполнения оператора x:=f(х) в программе истинен предикат Р(х). Этот предикат определен для старого значения переменной х, новое значение этой переменной, которое будем обозначать х’, определяется через старое значение так: x’=f(х). После выполнения этого оператора любые утверждения о состоянии программы должны пониматься уже для нового значения этой переменной, т.е для x’. Поставим вопрос, каким будет тот же предикат Р(х), но выраженный через новое значение х? Очевидно, что PostS(Р(x’))=P(f -1(x’)), где f -1 обозначена функция, обратная f. Если предусловие не зависит от х и переменной х присваивается выражение, также не зависящее от х, то в этом случае (рис.5.8,г) преобразованный предикат очевиден: кроме не измененного утверждения Р мы теперь еще знаем значение х.
Будем сначала рассматривать только программы, состоящие из одного блока. Блок программы можно считать преобразователем предикатов. Пусть формальная спецификация программы S, т.е. определение того, что программа S должна делать, задана в виде формулы: {P}S{R} что понимается, как было указано выше, так: “Если утверждение P истинно до начала работы программы S, то после завершения S будет истинно утверждение R”. В результате анализа того, как построена программа S, с помощью указанных выше правил мы для любого предиката Р можем построить предикат PostS(P) - этот же предикат, преобразованный программой S. Конечно, программа корректна, если PostS(P) совпадает с R. Но часто PostS(P) не совпадает с R, т.е. программа делает больше, чем от нее требуется в спецификации, например, она изменяет промежуточные вспомогательные переменные. Очевидна справедливость теоремы:
Теорема 5.4. Утверждение {I}S{R} истинно тогда и только тогда, когда R является логическим следствием PostS(I), или, что то же, когда истинно PostS(I)(R.

Таким образом, процесс верификации программы является задачей логического вывода: он состоит в том, что по исходному предикату I и по программе S определяется предикат PostS(I), после чего проверяется справедливость теоремы PostS(I) ( R.

Пример 5.4. Проверим корректность программ, состоящих из одного блока. Это означает проверку их соответствия спецификации. Фактически, мы проверяем справедливость утверждения: “если предикат перед выполнением операции, помещенной в блок, истинен, то после выполнения этой операции предикат на выходе блока тоже истинен”.




Для программы S1, PostS1(I) ( (x+y=10) & (Z=x+y). Очевидно, (x+y=10) & (Z=x+y)( (Z=10), поэтому программа S1 корректна. Далее, PostS2(I) ( (x-2)+y=10. Отсюда x+y=12(R. Для программы S3, PostS3(I) ( (x-y=10)&(y=z). Проверим, будет ли истинен предикат PostS3(I)(R, т.е. (x-y=10)&(y=z) ( z>x. Левую часть импликации можно представить как (у=x-10)&(z=y). Отсюда видно, что z>x не следует из посылки. Фактически, z=x-10. Поэтому третья программа некорректна. Для последнего примера PostS4(I) ( (x-y)/y=10y+z/y-1, или, иначе, PostS4(I) ( х=10y2+z. Поскольку 10y2(0, то из PostS4(I) следует х(z, или, что то же, PostS4(I) ( R истинно. Следовательно, четвертая программа корректна.(
Можно ввести обратную операцию на множестве предикатов. Определим PreS(Q) как оператор слабейшего предусловия Q для программы S, т.е. предикат, который принимает значение True на всех тех состояниях программы, которые после выполнения операций блока S будут удовлетворять предикату Q. Правила преобразования предикатов для различных блоков представлены ниже. Для рис. 5.9, а) пусть уже известен предикат Q относительно нового значения переменной х. Определить, каким был слабейший предикат Р(х) до выполнения оператора присваивания S, такой, что после выполнения S истинен предикат Q, очень просто: это как раз Q(f/x).



Рис. 5.9. Правила построения слабейшего предусловия
С использованием операции построения слабейшего предусловия проверка утверждения: “если предикат P перед выполнением операции, помещенной в блок S, истинен, то после выполнения этой операции предикат Q на выходе блока S тоже истинен” выполняется очень просто: для этого доказывается общезначимость формулы P ( PreS(Q). В общем случае справедлива теорема:

Теорема 5.5. Утверждение {I}S{R} истинно тогда и только тогда, когда PreS(R) является логическим следствием I, или же, что то же, когда истинно I( PreS(R).

Таким образом, процесс верификации программы со спецификацией {I}S{R} может состоять в том, что по предикату R и по программе S определяется предикат PreS(R), после чего проверяется справедливость теоремы I( PreS(R).

Это показано на рисунке 5.10, б).




Рисю5.10. Постусловия и предусловия в верификации программы {P}S{Q}.

Рассмотрим теперь технику доказательства правильности программ, состоящих из нескольких блоков.

Пример 5.5. В качестве простейшего практического примера рассмотрим программу нахождения максимума двух чисел. Cпецификация того, что должна делать эта программа, представлена на рис.5.11,а). Заметим, что на этапе спецификации ничего не говорится о том, КАК строится программа. Сама программа, т.е. представление того, как она это делает, дано на рис.5.11,б). "Протаскивание" исходного предиката, т.е. построение его постусловия можно выполнять последовательно для нескольких блоков. Для исходного утверждения True последовательные значения постусловий после выполнения блоков программы представлены на рис. 5.11,в). Например, А1 ( True&(x>y); А3 ( PostB1(A2) ((x>y)&(М=x), и т.д. Очевидно, А5 ( PostS(I) 




Рис. 5.11. Программа нахождения максимума двух чисел.

Для того, чтобы доказать правильность этой программы, достаточно в соответствии с теоремой 5.4 доказать PostS(I)(R, т.е. доказать теорему: (х>y)&(M=x)(((x>y)&(M=y) ( M=max(x,y). Такое доказательство может быть выполнено полностью формально, если формально определить понятие максимума двух чисел. (
В общем случае доказательство правильности программ, представленных в виде блок-схем, выполняется по методу Р.Флойда следующим образом. Каждая стрелка блок-схемы программы снабжается “примечанием” - утверждением о состоянии программы на момент, когда вычисление “проходит” через эту стрелку. Начальное и заключительное утверждения определяются спецификацией программы. Далее, для каждого блока Sk программы доказывается теорема Тk: “если утверждение Р, стоящее при стрелке, входящей в блок Sk, истинно непосредственно перед выполнением блока, то утверждение Q, стоящее на стрелке по выходе из блока Sk, тоже истинно (т.е. доказывается теорема PostSk(P)(Q или P(PreSk(Q))”. Для программы такое утверждение является инвариантом: оно истинно каждый раз при прохождении управления через соответствующую точку (в частности, при выполнении цикла, несмотря на то, что программные переменные меняются при выполнении цикла).

Метод Флойда является индуктивным. Действительно, индуктивным утверждением Утв(i), истинность которого для всех i доказывается при верификации программы этим методом, является следующее: “предикат на стрелке блок-схемы программы после выполнения i-го шага вычисления истинен на текущем состоянии программы”. В соответствии с принципом математической индукции, для того, чтобы доказать справедливость предиката Утв(i) для всех натуральных i, необходимо:

1.  Доказать, что справедливо Утв(0) (база индукции);

2.  Доказать, что из справедливости Утв(i) для любого i вытекает справедливость Утв(i+1) (шаг индукции).
Докажем Утв(i) для свех i.

База индукции: утверждение Утв(0) есть предикат на входной стрелке блок-схемы программы; он истинен по предположению - мы предполагаем, что исходные данные удовлетворяют требуемым условиям (если никаких условий на исходные данные не накладывается, то, очевидно, Утв(0)(True).

Шаг индукции: предположим, что после выполнения i-го шага вычислений программы утверждение Утв(i), стоящее на очередной стрелке, истинно. Докажем, что и после выполнения i+1-го шага вычислений программы очередное утверждение Утв(i+1) также будет истинным. Пусть утверждение Утв(i) есть Р; очередной блок программы, который будет выполняться на i+1-м шаге вычислений, есть блок Sk программы; а утверждение Утв(i+1) - это утверждение Q. Для доказательства справедливости Утв(i+1) на i+1-м шаге нужно доказать истинность {P}Sk{Q} для произвольного блока Sk программы, где P и Q - утверждения, стоящие до и после блока Sk в блок-схеме программы. Но каждая теорема Тk: {P}Sk{Q} доказана для всех блоков программы. Следовательно, истинность утверждения Утв(i+1) доказана. Это завершает доказательство истинности утверждения Утв(i) для всех целых положительных i.

Конечно, метод Флойда ничего не говорит о том, как выбирать промежуточные утверждения, он только говорит о том, что если они выбраны так, что каждая теорема {P}Sk{Q} доказана, то и программа (частично) корректна. Если же доказательства такого построить нельзя, то либо программа некорректна, либо промежуточные утверждения подобраны плохо. Философия метода Флойда заключается в том, что разработчик программы может выразить эти промежуточные утверждения, если он достаточно хорошо понимает идеи, лежащие в основе построенного им алгоритма.

Пример 5.6. Докажем правильность программы нахождения наибольшего общего делителя двух чисел. Блок-схема программы, а также начальный и заключительный предикаты изображены на рис. 5.12.




Рис.5.12. Программа нахождения НОД двух чисел.

Для того, чтобы доказать правильность программы, необходимо придумать кроме очевидных начального и заключительного предикатов дополнительно как минимум еще одно утверждение - инвариант цикла. Сформулируем это утверждение перед входом в блок В2. Этот инвариант А как раз отражает основную идею алгоритма: мы меняем в программе значения переменных х и у до тех пор, пока х и у не сравняются, но меняем так, чтобы НОД(х, у) оставался все время равным искомому значению НОД от исходных параметров m и n. Для доказательства корректности этой программы достаточно доказать четыре теоремы:

Т1: РоstB1(I) ( A;

Т2: РоstB3(РоstB2”x>y”(A) ) ( A;

Т3: РоstB4(РоstB2”x<y”(A) ) ( A;

Т4: РоstB5(РоstB2”x=y”(A) ) ( R.

Подставив утверждения I, A, R и проведя преобразования предикатов по известным правилам, получим явную формулировку этих теорем:

Т1: (x=m)&(y=n) ( НОД(m, n)=HOД(х, у);

Т2: НОД(m, n)=HOД(х+у, у) & (x+y>y) ( НОД(m, n)=HOД(х, у);

Т3: НОД(m, n)=HOД(х, у+x) & (y+x>x) ( НОД(m, n)=HOД(х, у);

Т4: НОД(m, n)=HOД(х, у) & (x=y) & (H=x) ( H=НОД(m, n).

Доказательство теоремы Т1 очевидно: для любой функции F(x) справедливо: a=b(F(a)=F(b). Для доказательства теорем T2 и T3 достаточно следующих свойств наибольшего общего делителя: С1: НОД(а,b)=HOД(a+b,a); C2: НОД(а,b)=HOД(а,b+a). Последняя теорема Т4 доказывается на основе соотношения: C3: (а=b)(НОД(а,b)=a. Перечисленные свойства являются специфическими для функции НОД и могут быть выведены из определения этой функции. Именно они и используются в алгоритме Эвклида. Мы видим здесь, что доказательство алгоритма методом Флойда требует явного формального выражения в промежуточных утверждениях программы тех идей, на которых построен этот алгоритм. (
Пример 5.7. Докажем правильность программы нахождения максимального значения массива чисел (рис. 5.12).




Рис.5.13. Программа нахождения максимума в массиве чисел.

Для того, чтобы доказать правильность этой программы, кроме очевидных начального I:True и заключительного R:((k(1,..,n)M=max(a[k]) утверждений здесь недостаточно придумать только инвариант цикла A:((k(1,..,i)M=max(a[k]). Как минимум, еще одно утверждение С необходимо как предусловие блока В6. Действительно, инвариант цикла А после преобразования блоком В4 примет вид В: ((k(1,..,i-1)M=max(a[k])&(i-1(n), а после преобразования предиката В блоком В5 при "M<a[i]" примет значение D: ((k(1,..,i-1)M=max(a[k])&(i-1(n)&(M<a[i]). Но предикат D зависит от параметра М, которому в следующем блоке присваивается некоторое значение. Для того, чтобы удовлетворить требованиям правила рис.5.8,г) преобразования предикатов, необходимо, чтобы предусловие блока В6 не зависело от М. Естественным утверждением, выражающим идею алгоритма, является предикат С:((k(1,..,i-1)a[i]=max(a[k]). Теперь, после выбора двух промежуточных утверждений А и С, шаги доказательства этой программы очевидны - мы должны доказать следующие теоремы:

T1: PostB2(PostB1(I)) ( A ( True&(M=a[1])&(i=1) ( ((k(1,..,i) M=max(a[k]);
T2: PostB3"да"(А) ( R ( ((k(1,..,i) M=max(a[k])&(i=n) ( ((k(1,..,n) M=max(a[k]);
T3: PostB5"да"(PostB4(PostB3"нет"(А)))(С ( ((k(1,..,i-1)M=max(a[k])&(i-1(n)&(M<a[i]) ( ((k(1,..,i-1)a[i]=max(a[k]);

T4: PostB5"нет"(PostB4(PostB3"нет"(А)))(А ( ((k(1,..,i-1)M=max(a[k])&(i-1(n)&(M(a[i]) ( ((k(1,..,i)М=max(a[k]);

T5: PostB6(С) ( А ( ((k(1,..,i-1)(a[i]=max(a[k]))&(M=a[i])& ( ((k(1,..,i)M=max(a[k]);

5.9. Частичная и тотальная (полная) корректность программ.

Нетрудно заметить, что доказательство корректности программ методом Флойда имеет одну особенность: мы доказываем, что если вычисление достигнет некоторой стрелки блок-схемы, то стоящее на этой стрелке утверждение будет истинно на текущем состоянии программы. Однако, метод Флойда не дает возможности доказать, что вычисление действительно достигнет того или иного места в программе. На практике это означает просто, что этот метод не гарантирует завершения программы: наше вычисление может просто никогда не попасть на выходную стрелку с ассоциированным с ней постусловием программы. Поэтому с помощью метода Флойда можно доказать только так называемую частичную корректность программ. Иными словами, частично корректная программа может не завершаться на каких-нибудь наборах исходных данных.

Рассмотрим, например, программу нахождения НОД двух чисел (рис. 5.12). Выберем в качестве исходных данных 

 и 

. Очевидно, что сколько бы ни работала наша программа нахождения НОД двух чисел, она не остановится никогда, потому что эти два иррациональных числа не имеют общих множителей. В то же время доказательство этой программы методом Флойда остается в силе. У пары исходных данных -15, 6 существует НОД - это 3. Но и на этой паре данный алгоритм зациклится, хотя доказательство его сохраняет силу.
Программу нахождения максимального значения в массиве (рис. 5.13) изменим так, что возвращение из цикла происходит не в точку после второго блока, а перед вторым, или даже перед первым блоком. Легко видеть, что все проведенные выше доказательства корректности этой программы сохранят свою силу, но программа никогда не выйдет на конец - она зациклится. 

Доказательство завершаемости программы обычно требует дополнительного анализа и состоит в том, что с каждым циклом программы связывается некоторое конечное вполне упорядоченное множество с минимальным элементом и доказывается, что некоторое выражение, построенное из переменных программы, принимает значения из этого множества, причем значения эти строго убывают при каждом прохождении цикла. Частично корректная программа, для которой дополнительно доказано свойство завершаемости, называется тотально (полностью) корректной.

В настоящее время положение в области верификации программ таково, что для различных классов программ созданы методы проверки их правильности, однако все они хорошо работают только для простых, “игрушечных” программ, в то время как для применяемых на практике сложных программных систем их использовать обычно невозможно по причине их экспоненциальной сложности. Проведение полностью формального доказательства даже для небольших программ является чрезвычайно сложным делом. Кроме того, даже если программа формально верифицирована, гарантировать правильность ее работы нельзя. Во-первых, в самом доказательстве могут быть ошибки. Далее, если верифицированная программа представлена на зыке высокого уровня, то реально на компьютере будет выполняться программа в машинных кодах - результат трансляции, а в трансляторе также могут быть ошибки. Наконец, в доказательстве должны быть учтены свойства окружения, в котором будет работать программа: операционной системы, ее утилит, свойства среды и интерфейса с пользователем и т.д. Это все делает полную формальную верификацию больших программных систем делом невыполнимым. Поэтому гарантировать отсутствие ошибок в больших программных комплексах нельзя.

Тем не менее, даже не полностью формальная короткая верификация программы или, возможно, ее наиболее ответственных фрагментов, является одним из важнейших шагов, позволяющих существенно повысить доверие к программе. Дело в том, что неформальное доказательство правильности программ есть не что иное, как явное выражение на некотором языке понимания того, что должна делать программа. Поэтому наиболее перспективным направлением в построении правильных программ является разработка (неформального) доказательства одновременно с созданием самой программы: при таком построении обычно приходит более ясное понимание алгоритма.

5.10 Задача о голландском национальном флаге

Итак, задача доказательства правильности программы методом Флойда сводится к нахождению таких утверждений на стрелках блок-схемы этой программы, которые остаются истинными при всех вычислениях программы.. Нахождение этих утверждений не является простым подбором: утверждения отражают понимание разработчиком алгоритма тех концепций, на основе которых алгоритм разрабатывался, и в этом смысле их формулировка является просто формализацией интуитивных идей программиста. Очевидно, что намного проще не подбирать утверждения после того, как программа разработана, а разрабатывать программу одновременно с формализацией интуитивных идей по созданию алгоритма. В книге [Д78] Эдсгер Дейкстра представил множество примеров того, как этот путь приводит к созданию нетривиальных программ, которые корректны по построению.

Пример 5.8. Рассмотрим пример такого подхода к разработке алгоритма решения проблемы под названием “Голландский национальный флаг”, приведенного в [Д78]. Проблема состоит в сортировке массива, изначально содержащего вперемежку три сорта элементов: “красных”, “белых” и “синих”. В результате сортировки все эти элементы должны идти в массиве именно в этом порядке: сначала должны идти все “красные”, затем все “белые”, после чего все “синие”. Связь проблемы с голландским национальным флагом состоит в том, что цвета этого флага идут именно в таком порядке. Программа должна справляться со всеми возможными случаями “вырождения”, т.е. отсутствия какого-либо цвета, двух цветов, или даже вообще никаких цветов (N=0).
Разделим весь массив на фиксированное число зон, возможно пустых, для элементов определенного цвета и еще не отсортированных. Очевидно, что в результирующем массиве зоны должны располагаться так, как это показано на рис.5.13,б). Ключевым моментом здесь является решение поместить зону неотсортированных элементов после зоны красных элементов.










Рис.5.14. Различные стадии решения проблемы “Голландский национальный флаг”.

Исходный неотсортированный массив, окончательный результат и промежуточный частично отсортированный массив представлены на рисунке. Введем параметры: к- указатель на первый элемент массива, стоящий справа от отсортированных красных элементов, б- указатель на первый элемент массива, стоящий слева от отсортированных белых элементов и с- указатель на первый элемент массива, стоящий слева от отсортированных синих элементов. Эти рисунки уже подсказывают стратегию решения проблемы: уменьшать число не отсортированных элементов массива при сохранении его структуры, показанной на рис. 5.14,в). Эта структура массива, очевидно, является инвариантом, ее крайними случаями будут как исходный не отсортированный, так и результирующий отсортированный массивы. Формальным выражением этого инварианта является:

Р  (  [((i): (1(i<к) ( A[i] - красные] 

   &  [((i): (б<i(с) ( A[i] - белые] 

   &  [((i): (с<i(N) ( A[i] - синие]
   &  (к(1) & (б(с) & (с(N)
Массив будет отсортирован, когда зона не отсортированных элементов будет пустой., что можно выразить соотношением б<к.

Разработка программы, решающей задачу “Голландский национальный флаг”, теперь сводится к построению цикла, на каждом шаге которого зона не отсортированных элементов массива уменьшается при сохранении инварианта. В следующих программах опускаем описания; они очевидны. Общая структура программы:

begin

{True}

к,б,с:=1,N,N;

{Инвариант Р стал истинным}

do
      <пока зона не отсортированных непустая> (
<уменьшить зону не отсортированных, не изменяя P>

od
{R(Массив А отсортирован}

end
Предикат True, преобразованный первым оператором к,б,с:=1,N,N, превращается в (к=1) & (б=N) & (с:=N), а из этого утверждения следует, как нетрудно видеть, инвариант Р. 

По выходе из цикла, при пустой не отсортированной зоне из инварианта Р следует R, т.е. по окончании программы массив А будет отсортирован. Действительно, условие: “зона не отсортированных элементов пуста” из рис.5.14 можно записать, как б<к. Поскольку P&(б<к)(R, программа наша будет частично корректна, если после каждого прохождения цикла инвариант Р будет сохраняться. Программа будет тотально корректна, если зона не отсортированных элементов будет уменьшаться.

Рассмотрим теперь, как уменьшать зону не отсортированных элементов. Это можно делать анализируя самый правый или самый левый элемент зоны. Рассмотрим первый вариант: 

begin
к,б,с:=1,N,N;

do
      к (б ( if   A[б] = белый   ( б:=б-1;
       [] A[б] = красный ( поменять местами элементы (A[б], A[к]); к:=к+1;

       [] A[б] = синий ( поменять местами элементы (A[б], A[с]); с, б:=с-1, б-1;



     fi
od
end
Структура программы имеет вид:

begin

  {True}

  S0;

  {P}

  do
   G( if   G1 ( S1;
[]G2 ( S2;
[]G3 ( S3;
          fi

  od

  {R}

  end
Поскольку мы уже ранее доказали, что PostS0(True)(P и P&(G(R, то для доказательства корректности программы необходимо лишь проверить для каждого варианта прохождения цикла общезначимость формулы PostSi(P&G&Gi)(P (или формулы P(PreSi(P)&G&Gi). Проверим это для простейшего случая - первого варианта прохождения цикла. Выпишем явно две формулы, PostS1(P&G&G1) и Р для этой программы:

PostS1(P&G&G1)

Р


[((i): (1(i<к) ( A[i] - красные]
(F1)
[((i): (1(i<к) ( A[i] - красные] 
(Q1)

& [((i):(б+1<i(с) ( A[i] - белые]
(F2)
&  [((i): (б<i(с) ( A[i] - белые]
(Q2)

& [((i): (с<i(N) ( A[i] - синие]
(F3)
&  [((i): (с<i(N) ( A[i] - синие]
(Q3)

& (к(1)
(F4)
&  (к(1)
(Q4)

& (б+1(с) & (с(N)
(F5)
& (б(с) 
(Q5)

& (к(б+1)
(F6)
& (с(N)
(Q6)

& [  A[б+1] - белый  ]
(F7)



Поскольку из F2 и F7 следует  Q2, а из F5 следует Q5, то и PostS1(P&G&G1)(P. Программа эта не только частично корректна, она тотально корректна, т.е. она завершается: легко видеть, что в каждом прохождении каждого цикла либо увеличивается к, либо уменьшается б, и длина не отсортированной зоны, равная б-к+1, уменьшается. Когда она станет равной 0, программы завершаются. Такое доказательство необходимо провести для каждой альтернативы Si.

Проанализируем сложность этой программы. Временная асимптотическая сложность, выраженная с помощью “большого О”, равна O(N). Проведем более тонкий анализ. Считая, что каждый цвет встретится на каждом шаге с вероятностью 1/3, подсчитаем число самых сложных операций - перестановок элементов массива. В программе таких перестановок будет в среднем N*(0*1/3 + 1*1/3 + 1*1/3)=2/3*N.
Заметим еще раз, что верификация этой программы после разработки не нужна: сам метод разработки гарантирует ее корректность: программа разрабатывается так, чтобы сохранить истинность утверждения {I}S{R}. (
5.11. Генерация тестовых примеров для программ
На правилах преобразования предикатов основан один из методов генерации тестовых примеров для программ. Вспомним, что для любого предиката Q предикат PreS(Q) представляет собой слабейшее предусловие, которому должны удовлетворять программные переменные на входе блока S, чтобы после выполнения этого блока они удовлетворяли Q. Здесь нам важны следующие правила преобразования предикатов, рассмотренные на рис. 5.14. Обозначим для любой последовательности (=S1,S2,...,Sn связанных блоков блок-схемы программы Pre((Q)(PreS1(PreS2(...PreSn(Q)...)). Следующая теорема является простым следствием определения слабейшего предусловия.
Теорема 5.6. Пусть (=S1,S2,...,Sn - последовательности связанных блоков блок-схемы программы S. Тогда любой вектор программных переменных, удовлетворяющий предикату Pre((True) перед входом в блок S1 обеспечивает последовательное выполнение блоков программы S в порядке (.




Рис.5.15. Результат “протаскивания” предиката “снизу вверх”.

На основании этой теоремы для генерации любого тестового примера, обеспечивающего прохождение программы через последовательность блоков (, следует выбрать вектор исходных данных программы, удовлетворяющий предикату Pre((True). Фактически, такое преобразование сводится просто к тому, что при прохождении блока с оператором присваивания x:=f, в “протаскиваемом” предикате любое свободное вхождение х заменяется на f, а при прохождении блока уловного выбора со стороны условия B “протаскиваемый” предикат конъюнктивно умножается на В (рис.5.15).

Пример 5.9. Рассмотрим этот метод на примере генерации тестов для программы нахождения НОД двух чисел. На рис.5.16 представлена блок-схема этой программы. 




Рис.5.16. Генерация тестового примера для программы нахождения НОД

Построим слабейшее предусловие для предиката Q(True в случае, когда этот предикат “протаскивается” ко входу программы через блоки В5; В2(х=у); В3; В2(х>y); В1. Последовательно получаем:

Q1(Pre В5(Q)(Pre В5(True)(True; 

Q2(Pre В2(х=y)(Q1)( Pre В2(х=y)(True) ( х=у;

Q3(Pre В3(Q2)( Pre В3(х=у)( х-у=у;

Q4(Pre В2(х>y)(Q3)( Pre В2(х>y)(х-у=у) ( (х-у=у)&(х>у);

Q5(Pre В1(Q4)( Pre В1((х-у=у)&(х>у)) ( (m-n=n)&(m>n).

Таким образом, выбрав в качестве тестового примера пару исходных данных <m, n>, удовлетворяющих предикату Q5, мы заставим программу выполняться по вполне определенной траектории, обратной той, которая выбрана нами для “протаскивания” заключительного предиката True. Для данного случая тестовым примером может быть, например, пара <8,4>. (
Отметим, что проблема тестирования программ, конечно, не сводится только к преобразованиям предикатов (см., например, [M82]). Однако, любые стратегии тестирования, в которых учитывается структура программы, состоят из двух этапов. Первый этап - это выбор путей в программе, по которым в соответствии с некоторым критерием должны выполниться тесты. Например, одним из критериев выбора путей является покрытие условий, при котором тестовые пути должны покрыть все возможные результаты каждого условия в программе. Второй этап - непосредственная генерация тестов по выбранным путям. Изученный нами метод преобразования предикатов используется именно на втором этапе.

Задачи 
5.1  Построить МТ, распознающую язык Дикка - скобочные скелеты арифметических выражений. Примеры цепочек этого языка: “(( ))”; “( ( ) ) ( ( ( ) ( ) ))”.

5.2  Построить МТ, распознающую язык {an(2}. Примеры цепочек этого языка: “a”; “aaaa”.
5.3  Построить МТ, распознающую язык, цепочки которого содержат одинаковые количества вхождений символов а, b и c. Пример цепочки этого языка: “bаасbссbа”;
5.4  Построить МТ, а) увеличивающую на 1 двоичные числа; б) уменьшающую на 1 двоичные числа.

5.5  Построить МТ, переводящую число из троичной системы счисления в семиричную.

5.6  Построить МТ, подсчитывающую произведение двух заданных чисел в унарной записи.

5.7  Построить МТ, переводящую двоичное число в унарную форму и наоборот, из унарной формы в двоичное представление.

5.8  Доказать корректность программы суммирования элементов массива.

5.9  Доказать корректность программы определения индекса минимального элемента массива.

5.10  Доказать корректность следующей программы возведения х в степень у:

function exponential (x,y);
int x,y;
{
    int i, z;
    z=1;
    while (i(y) do;
            z*=x;
    return z;
}
5.11  ([А82]) Доказать корректность следующей программы вычисления НОД двух чисел, используя свойство наибольшего общего делителя: для двух положительных целых чисел 0(X(Y ( НОД(X,Y)=НОД(reminder(Y,X),X). Программа записана на языке С:

int GCD(A, B)
int A,B;
  {
     int S, R, L;
        if(A<=B) { S = A; L = B; }
        else { S = B; L = A; }
        while ( S ) { R = reminder (L,S); L = S; S = R; }
     return L;
  }
5.12  ([M82]). Для следующей процедуры, написанной на языке PL1, построить набор тестовых примеров, удовлетворяющий критерию “покрытие условий”:

М: PROCEDURE ( A,B,X);

IF ((A>1)&(B=0)) THEN DO;




X=X/A;




END;
IF ((A=2) | (X>1)) THEN DO;




X=X+1;




END;

END;
5.13 Построить и доказать программу “Национальный флаг королевства Маврикий”. Флаг Маврикия имеет четыре полосы: красная, синяя, желтая, зелёная.

5.14 Для приведенных ниже фрагментов программ проверить их корректность по отношению к предусловию I и постусловию R двумя способами: построением функции Post от предусловия I и построением функции Pre от постусловия R блока S.
I
S
R

{z + a*b < c}
z := 2*z; a := 3a-b;
{z+a < 0}

{ z = b-a}
a := a+2; b := b-1;
{z + a - b = 3}

{True}
i := 0; s:= 1;
{s > i }

{i>0 & s = (0(j<i b[j]}
i :=i+2; s:=b[i];
{i>0 & s = (0(j(i b[j]}

5.15 Найти такие выражения Е, при которых приведенные ниже фрагменты программ S корректны (здесь even(a) - утверждение, что значение а – четно).

I
S
R

{z + a*b = c}
z := z+b; a := E;
{z + 2*a*b = c}

{even(a) & z + a*b = c}
a := a/2; b := E;
{z + a*b = c}

{True}
i :=0; s:=E;
{s = (0(j(i b[j]}

{i>0 & s = (0(j<i b[j]}
i :=i+2; s:=E;
{i>0 & s = (0(j(i b[j]}

5.16 Доказать корректность программы возведения в степень:

begin
x,y,z := X,Y,1;

do y(0 ( 

do even(y)(x,y := x*x, y/2 od;

y,z := y-1, z+x

od
end
{R: z=XY}

5.17 Рассмотрим второй вариант программы "Голландский национальный флаг": анализируем самый левый элемент зоны не отсортированных элементов.

begin
к,б,с:=1,N,N;

do
     к ( б ( if   A[к] = красный ( поменять местами элементы (A[к], A[б]); к:=к+1;

       [] A[к] = белый ( б:=б-1;

       [] A[к] = синий ( поменять местами элементы (A[к], A[с]); с:=с-1;

поменять местами элементы (A[к], A[б]); б:=б-1;



     fi
od
end
Эта программа, построенная полностью в соответствии с идеологией разработки первой программы решения этой проблемы, казалось бы, тоже корректна. Однако, это не так. Читателю предлагается найти эту некорректность и определить, почему из PostSi(P&G&Gi) не следует P.
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Машина B остановится в этом состоянии на входной ленте DB, если машина B на входной ленте DB не останавливается
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