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Глава 2. Введение в математическую логику
Целью главы является демонстрация некоторых связей между продуктивным мышлением человека, порождающим новое знание, и алгоритмическим функционированием компьютеров. В результате изучения материала этой главы читатель должен освоить:

· общее представление о построении и использовании моделей для решения инженерных проблем;

· формально-логические аспекты формулировки теорем и методов их доказательства;

· методы логического вывода для логики высказываний;

· основы логики первого порядка;

· основы логического вывода в логике предикатов первого порядка;

· формальные основы логического программирования.
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ЛИТЕРАТУРА

2.1. Формальные модели
Предмет изучения в этой главе - начала математической, или формальной логики. Математическая логика - это наука, которая занимается анализом суждений и доказательств, используемых человеком для обоснования нового знания, произведенного из установленных фактов. В логике используется специально созданный формализованный язык, подчиняющийся своей системе анализа. Можно считать, что логика ищет и исследует схемы рассуждений , которые верны в силу одной их формы, независимо от содержания. Фактически, логика - это множество правил манипулирования формулами, представляющими формы рассуждений с игнорированием их смысла.

Отвлечение от содержания предложений языка в формальной логике есть результат применения операции абстрагирования к рассуждениям естественного языка. Абстрагирование является основным этапом при построении математической модели, оно широко используется в науке для выборочного исследования некоторых аспектов исследуемой проблемы. Цель абстрагирования - выделение тех аспектов, которые существенны для исследования и решения проблемы и игнорирование тех аспектов, которые несущественны, усложняют проблему, делают анализ менее общим или вообще невозможным.
При научном подходе, на уровне рационального исследования, мы имеем дело не с материальными объектами во всем многообразии их свойств, а с абстракциями от материальных объектов. Реальные объекты и ситуации обычно бесконечно сложны, и абстракция применяется для того, чтобы ограничить эту сложность, дать возможность принимать решения. С помощью абстрагирования человек строит формальные модели самых разнообразных по своей природе понятий, процессов и явлений, сущностей реального мира. Такие формальные модели, будучи построенными, далее допускают анализ и преобразование с помощью формальных же средств: абстракции сами могут быть исследованы с точки зрения их свойств (структура, элемент, отношение, и т.д.), и при таком анализе исследователь может отвлечься от окружающей реальности, оставаясь в рамках построенной им знаковой системы. Формальные модели позволяют выразить некоторые свойства объекта в точных терминах математических определений и аксиом так, что затем можно “вывести” свойства этой модели, которые объяснят известные и предскажут новые свойства исследуемой реальной сущности. Именно на основе научного подхода к решению инженерных проблем получено бессчетное число впечатляющих результатов в технике, в связи с чем давно укоренилась поговорка "Нет ничего более практичного, чем хорошая теория". Получая в результате анализа моделей какие-либо выводы, исследователь пытается применить эти результаты к той области реального мира, отображением которой является модель, построенная в результате абстракции. Поскольку все абстракции неполны и неточны, можно говорить только о приближенном соответствии с реальностью тех результатов, которые получены исследованием на моделях. Соответствие законов движения, связей и отношений объектов модели соответствующим элементам реального мира называется адекватностью, и степень адекватности определяет, применимы ли такие результаты к конкретной проблеме в реальном мире. Часто адекватность модели определяется рядом условий и ограничений на сущности реального мира, и для того, чтобы использовать результаты анализа, полученные на модели, необходимо тщательно проверять эти ограничения и условия (или обеспечить их выполнение).



Рис.2.1 Соотношение моделей и реальности

В предыдущей главе стояла проблема построения конечных функциональных преобразователей в реальном мире. Эта проблема была решена полностью в соответствии с рис.2.1. Вместо того, чтобы непосредственно начать строить эти преобразователи из реальных объектов (т.е. использовать чисто эмпирический подход, или подход "тыка"), мы представили эту проблему как задачу построения двоичных функций, реализующих требуемое функциональное отображение (т.е. сначала выполнили абстрагирование). Мы затем использовали систематический метод решения этой математической задачи (преобразование модели). На следующем этапе мы также, рассмотрели, как произвольные двоичные функции могут быть реализованы из электронных переключателей и транзисторов (фактически, мы занимались вопросами конкретизации, реализации абстрактной модели). Адекватность реализации модели логических функций обеспечивается в этой конкретной проблеме поддержанием в определенных границах напряжений и токов в электронных переключателях, определенных временных ограничений на работу переключателей и т. д.. Всеми этими средствами достигается коммутативность диаграммы рис.2.1 в решении этих проблем (коммутативность этой диаграммы мы понимаем здесь как возможность получения одного и того же результата из исходных объектов двумя путями: первый - это непосредственным выполнением преобразований объектов в мире вещей, второй - это выполнением операции “абстрагирование” и переходом в мир моделей, затем выполнением операции “преобразование моделей” и, наконец, выполнением операции “конкретизация” с возвращением в мир реальных объектов).

Отметим, что на рис.2.1 ясно видны различия в задачах фундаментальных и инженерных наук: 

· Теоретики занимаются внутренними проблемами теорий: разработкой абстрактных моделей, разработкой методов их преобразования и анализа. В значительно меньшей степени их интересуют вопросы абстрагирования и адекватности моделей, их интерпретация в различных приложениях.

· Перед инженерами стоит задача построения и анализа реальных объектов, но вместо решения ее непосредственно, они сначала абстрагируются от всех деталей реальности, которые несущественны для решения поставленной проблемы, выбирают модель, которая отражает существенные детали, пользуются разработанными теоретиками методами преобразования и анализа моделей, после чего решают исходную задачу с помощью интерпретации и применения этих теоретических результатов в реальном мире. Для инженеров проблема проверки и обеспечения адекватности используемых моделей является определяющей. Важной является также проблема выбора среди множества формальных моделей такой модели, в рамках которой исходная проблема имеет решение. Чаще всего рамки модели накладывают существенные ограничения на применимость результатов этого подхода в реальном мире.

Формальная математическая логика решает проблемы проверки правильности рассуждений в естественном языке (реальный мир), строя свои модели и правила их преобразования. Для этого логика вводит свои языки - систему формальных обозначений (формулы) и правила их преобразования. Поэтому логику можно рассматривать как множество правил манипулирования формулами, описывающими утверждения естественного языка. В результате конкретизации (интерпретации) результатов и выводов формальной логики (новых полученных формул) мы получаем новые предложения естественного языка, можем оценить свойства исходных предложений и т.д. Следует ясно понимать, однако, при каких ограничениях выводы, полученные с помощью формализма математической логики, мы можем использовать в реальной жизни.

2.2. Логика высказываний
Из всего разнообразия естественного языка логика высказываний имеет дело только с узким кругом утверждений - повествовательных предложений, которым может быть приписано значение “истина” либо “ложь”. Каждому элементарному утверждению в логике высказываний сопоставляется высказывание, обозначающееся буквой. Истинностные значения, которые можно приписать высказываниям, обычно изображаются “И” и “Л”, “1” и”0” или True  и False. Кроме простейших высказываний, структура которых не анализируется (они поэтому называются атомами) вводится понятие сложного высказывания или формулы - комбинации более простых высказываний.

Определение 2.1. Формулы логики высказываний определяются рекурсивно над счетным множеством атомов (элементарных высказываний) ( с помощью символов операций (связок) (, ( и скобок “(“ и “)”:

1.  Логические константы True, False есть формулы.

2.  Любой атом из ( есть формула.

3.  Если Р - формула, то ((Р) тоже формула.

4.  Если Р, Q - формулы, то (P(Q) - тоже формула.

5.  Никаких других формул в логике высказываний нет. (
В логике для сокращения формул используются записи:
(P(Q) для (((P)(Q),

(P&Q) для ((((P)(((Q)),

(P(Q) для (P(Q)&(Q(P),

и, кроме того, вводятся правила приоритетов операций для уменьшения скобок в формулах.

Интерпретацией называется придание всем атомам некоторых истинностных значений. Значения формул на всех возможных интерпретациях определяется на основе таблиц истинности для основных символов операций (связок) (, (:
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Совершенно очевидно, что логика высказываний и теория булевых функций имеют теснейшую связь: обе эти модели являются булевыми алгебрами. Истинностные значения True и False в логике соответствуют 1 и 0, пара основных логических связок - отрицание и импликация - составляют базис (базис Фреге), и все остальные производные логические связки соответствуют известным нам булевым функциям. Двоичные переменные, принимающие значения 1 или 0 в теории булевых функций соответствуют высказываниям, принимающим значения True или False в логике. Для простоты мы дальше будем пользоваться 1 и 0 или t и f как истинностными значениями и всеми известными нам булевыми функциями в виде логических связок, а также результатами и терминологией, известными нам из теории булевых функций. Логические формулы будем называть логическими функциями (они являются функциями, сопоставляющими каждой интерпретации своих аргументов истинностные значения t или f). 

Определение 2.2. Литерой будем называть атом или его отрицание. Две литеры будем называть противоположными, если одна из них является отрицанием другой. (
В формальной логике большую роль играют формулы, принимающие одно и то же значение True на всех интерпретациях. Такие формулы называются общезначимыми или тавтологиями. Формула, принимающая значение False на всех интерпретациях своих аргументов, называется невыполнимой. Импликации в естественном языке соответствует связка “если ... то … ”.

При всей похожести теорий, задачи, которые они решают, разные. Теория двоичных функций занимается проблемой реализации преобразователей информации. Формальная логика работает с абстракциями, построенными из предложений и рассуждений естественного языка, и интерпретации ее выводов также лежат в области естественного языка.

Пример 2.1 Проанализируем предложение: “Порядочный человек не может быть вором”. Предложение состоит из двух более простых утверждений, которые мы представим в модели атомами: П - “некто есть порядочный человек”; В - “некто является вором”.

· Логическая формула, представляющая приведенное выше предложение, очевидно имеет вид: П((В. Существует несколько формул, эквивалентных данной: (П((В; ((П&В); В((П. Интерпретируя эти формулы в естественном языке, получим следующие утверждения, которые все все эквивалентны между собой:

· П((В:

“Порядочный человек не может быть вором”

· ((П((В):
“Или он не порядочный человек, или же он не вор”;

· ((П&В):

“Порядочность и воровство несовместимы”;

· В((П:

“Если человек вор, то он не является порядочным человеком”.

Другой пример. Утверждение “Симпсон будет признан судом виновным тогда и только тогда, когда все 12 присяжных заседателей признают его виновным” в формульной записи представится так: В((П1& П2& …&П12). Эквивалентная формула: (В(((П1& П2& …&П12) по закону де Моргана может быть преобразована так: (В(((П1((П2(…((П12), что можно интерпретировать как: “Симпсон не будет признан судом виновным тогда и только тогда, когда хотя бы один из 12 присяжных заседателей не признает его виновным”. (
С эквивалентностью этих предложений в естественном языке трудно спорить, но на этом пути все же следует быть осторожным. Например, предложения “Он убил, и ему стало страшно” и “Ему стало страшно, и он убил”, полностью эквивалентные с точки зрения формальной логики, вовсе не эквивалентны в естественном языке. Далее, принятое в формальной логике правило, согласно которому любое высказывание может быть только либо истинным, либо ложным, а третьего не дано, не всегда выполняется в реальной жизни (например, какое истинностное значение приписать предложению “Это предложение ложно”, которое не может быть ни истинным, ни ложным). Особые трудности вызывает соотношение формальной импликации и причинно-следственных отношений в естественном мире. Например, фраза: “Если прошел дождь, то дорога мокрая” утверждает очевидную связь между фактами А (прошел дождь) и В (дорога мокрая), что выражается логической формулой А(В. Из житейского опыта мы связываем с этим причинно-следственным отношением также и дополнительное знание: “Если дождя не было, то дорога сухая”, т.е. формула (А((В тоже справедлива, ее можно считать следствием исходной формулы. Однако две логические формулы А(В и (А((В совершенно различны, из истинности первой формально не следует истинность второй.
Монографии, написанные ведущими специалистами по формальной логике, большое внимание уделяют этой проблеме адекватности - условиям применимости выводов и результатов формальной логики в естественном языке (см., например, [П82]). Результаты формальной логики могут быть применены к высказываниям естественного языка только если выполняются ее постулаты, в частности, высказывания являются только либо истинными, либо ложными (“черно-белый взгляд на мир”), они не включают никаких уровней уверенности-неуверенности и возможности, все причинно-следственные отношения между фактами явно выражены, истинностные значения высказываний статичны, не меняются во времени и т.д. Представляемая здесь ветвь логики формализует лишь самую простую часть  тех закономерностей, которым подчиняется мышление и язык. Однако, даже эта часть является удивительной и впечатляющей по своим результатам. Существуют различные интересные расширения классической логики, например, многозначная логика, формализующая конкретный набор степеней уверенности в истинности высказываний, нечеткая логика, в которой можно оперировать с оценками степени уверенности (вероятностями) в истинности высказываний, темпоральная логика, позволяющая формулировать высказываниями о свойствах систем, проходящих изменяющиеся последовательные стадии, и т.д. Эти логики, однако, выходят за рамки нашего рассмотрения.

2.2.1 Формулировка и доказательство теорем. 
Импликация и эквивалентность, или формулы P(Q и Р(Q, имеют важнейшее значение в формулировках и доказательствах теорем. Рассмотрим, как соотносятся с этими формулами различные связки естественного языка, часто встречающиеся при формулировке теорем.

Фраза естественного языка
Формула

Если Р, то Q
Для Р необходимо Q

Для P достаточно Q
P, если Q
P(Q

P(Q

Q(P

Q(P

Необходимым условием Р является Q
Достаточным условием P является Q
P(Q

Q(P

Р если и только если Q
Для Р необходимо и достаточно Q
Р тогда и только тогда, когда Q
P(Q 

P(Q

P(Q

Эту таблицу запомнить трудно, но ее и не надо запоминать, тем более, что существует много и других похожих формулировок теорем. Полезно придумать два высказывания, с совершенно ясной логической связью, например: (M) "Идет дождь" и (N) "На небе тучи". Ясно, что M(N, но не наоборот. Другой подобный пример: (А) “Треугольник равносторонний” и (В) “В треугольнике углы при основании равны”. Очевидно, что А(В, но не обратно. Пусть теперь требуется доказать теорему: “Р только тогда, когда Q”. Попробуем заменить Р и Q высказываниями А и В. Очевидно, что Р может быть ассоциировано только с А, а Q - только с В: “Треугольник равносторонний только тогда, когда Треугольник равнобедренный”. Следовательно, формулировка “Р только тогда, когда Q” эквивалентна “Если Р, то Q” или P(Q. Очевидно, что в импликации А(В утверждение А сильнее, чем утверждение В, а В слабее, чем А. Здесь понятия сильнее и слабее относятся к требованиям, налагаемым на элементы универсума - множества реальных объектов, о которых идет речь.

Для доказательства P(Q можно использовать метод доказательства от противного: “Предположим, что Q не выполняется. Докажем, что тогда Р не выполняется.” Этот метод можно использовать, потому что формулы P(Q и (Q((P эквивалентны. Формула (Q((P называется контрапозицией формулы P(Q. Таким образом, метод доказательства от противного имеет четкое обоснование в логике высказываний, состоящее в том, что формула и ее контрапозиция эквивалентны.

Доказательство необходимости и достаточности P(Q проводится обычно раздельно: сначала доказывается необходимость ( “для Р необходимо Q”, P(Q), а потом - достаточность ( “для Р достаточно Q”, Q(P). Такое раздельное доказательство можно использовать, потому что формула (P(Q)&(Q(P) эквивалентна P(Q (как это проверить?). Аналогично можно использовать эквивалентность (P(Q)&(R(Q) формуле (P(R(Q). Для доказательства теорем с более сложными схемами формулировок следует искать такие более простые формулы, конъюнкция которых была бы эквивалентна исходной формуле. Конъюнкция здесь используется потому, что последовательное доказательство истинности нескольких формул эквивалентно доказательству истинности конъюнкции этих формул.

Пример 2.2. Для доказательства теоремы: “Нильпотентный идеал является модулярным и радикальным” необходимо доказать две более простые теоремы: “Нильпотентный идеал является модулярным” и: “Нильпотентный идеал является радикальным”, потому что формула N(M&R эквивалентна конъюнкции (N(M)&(N(R). Каждую из этих более простых теорем можно доказать и от противного. Заметим, что структура доказательства найдена нами совершенно без какой-либо связи с содержанием теоремы.

Пусть теперь нужно доказать более сильную теорему: “Идеал нильпотентен тогда и только тогда, когда он является модулярным и радикальным”. Формальное выражение этого утверждения N(M&R. Для доказательства всей теоремы следует доказать три более простых теоремы (почему?): 

· “Если идеал не является модулярным, то он не может быть нильпотентным” ((M((N)
· “Если идеал не является радикальным, то он не может быть нильпотентным” ((R((N)
· “Если идеал и модулярный, и радикальный, то он нильпотентный” (M&R(N). (
Пример 2.3.  Следующий пример- теорема Поста из главы 1. Схема ее формулировки такова: “Для того, чтобы Р, необходимо и достаточно, чтобы и (Q0 и (Q1 и (Qсам и (Qмон и (Qлин”, где P - утверждение: “множество функций N является базисом”, а Qi - утверждение: “множество функций N принадлежит замкнутому классу Мi”. Иными словами, нужно доказать Р(((Q0&(Q1&(Qсам&(Qмон&(Qлин). 

Представляем эту формулу как конъюнкцию: необходимость
Р(((Q0&(Q1&(Qсам&(Qмон&(Qлин)

и достаточность:
((Q0&(Q1&(Qсам&(Qмон&(Qлин)(Р.
Вместо первой формулы мы доказывали ее контрапозицию, т.е. (((Q0&(Q1&(Qсам&(Qмон &(Qлин)((Р, что эквивалентно конъюнкции пяти формул: (Q0((Р)&(Q1((Р)&(Qсам((Р)& (Qмон((Р)&(Qлин((Р). Таким образом, доказательство теоремы Поста состоит из пяти независимых доказательств - того, что если множество N булевых функций принадлежит одному из пяти замкнутых классов (Qi), то оно не является базисом ((Р) (необходимость), и одного доказательства: “если N не принадлежит ни одному из пяти замкнутых классов, то оно является базисом” (достаточность). Эту последнюю формулу упростить уже нельзя, достаточность теоремы Поста доказывается конструктивно: из функций множества N непосредственно строятся функции конъюнктивного базиса, что нами и проделано в главе 1. (
2.2.2 Проверка доказательных рассуждений

Предметом анализа здесь будут формальные законы построения суждений и умозаключений естественного языка.

Пример 2.4. [K78] Рассмотрим рассуждение: “Если бы он не сказал ей, она бы и не узнала. А не спроси она его, он и не сказал бы ей. Но она узнала. Следовательно, она спросила.” Это сложное рассуждение представляет собой конъюнкцию трех утверждений, за которыми следует некоторый вывод. Представим рассуждение структурно в табл. 2.3:

Таблица 2.3

F1:
Если бы он не сказал ей, она бы и не узнала.

F2:
А не спроси она его, он и не сказал бы ей.

F3:
Но она узнала.

(R:
Следовательно, она спросила.

В предложениях можно выделить атомы (элементарные высказывания): “он сказал ей” (Ск), “она узнала” (У), “она спросила” (Сп), и, кроме того, отдельные утверждения F1, F2, F3 и вывод R. Схема, модель этого рассуждения приведена в табл.2.4. Кроме логических связок отрицания и импликации в схему входит символ “(”, заменяющий “Следовательно”. Он показывает, что в рассуждении утверждается, что формула, стоящая за ним, является следствием приведенных ранее утверждений. (
Таблица 2.4

F1:
  (Ск((У

F2:
  (Сп((Ск

F3:
    У

(R:
( Сп

Одной из главных проблем логики, сформулированная еще великим Аристотелем, является разработка методов определения того, является ли заключительное утверждение (R) действительно следствием высказанных утверждений единственно в силу формальной структуры рассуждения при условии истинности приведенных фактов, а не исходя из смысла утверждения R или фактов F1, F2, F3. Формальная логика как раз позволяет определить это, т.е. логика позволяет определить, является ли утверждение R логическим следствием фактов F1, F2, F3.
Пример 2.5. Рассмотрим другое рассуждение: “В хоккей играют настоящие мужчины. Трус не играет в хоккей. Я в хоккей не играю. Значит, я трус(?!)” Элементарными высказываниями здесь будут: “я играю в хоккей (Х)”, “я -настоящий мужчина, не трус (М)”. Схема этого рассуждения:

Таблица 2.5

F1:
       Х(М

F2:
    (М((Х

F3:
    (Х

(R:
( (М

Если согласиться с посылками рассуждения, то следует ли из посылок его вывод? (
В формальной логике разработано несколько методов проверки правильности рассуждений, т.е. проверки того, является ли некоторое утверждение логическим следствием других утверждений. Логическое следствие можно считать новым знанием, новой информацией, полученной из уже известных фактов.

Силлогизмы. Силлогизмы - это правильные схемы рассуждений. Исторически впервые силлогизмы исследовались еще Аристотелем и имели вполне определенную фиксированную форму, описываемую предикатами. В этой главе мы под силлогизмами будем понимать исторически сложившийся стандартный, фиксированный набор схем рассуждений, в которых заключение всегда верно в силу именно формы рассуждения, а не его содержания. Рассмотрим следующие силлогизмы:

    Р(Q
модус поненс (способ спуска)

    P


( Q


       Р(Q
модус толленс

    (Q


( (Р


     Р(Q
дизъюнктивный силлогизм

  (Р


( Q


    Р(Q
гипотетический силлогизм

    Q(R
(транзитивность импликации)

( Р(R


       Р(Q
разделительный силлогизм

       Р


( (Q


    Р(Q
простая дилемма

    R(Q


     P(R


( Q


    Р(Q
конструктивная дилемма

    R(S


     P(R


( Q(S


      Р(Q
деструктивная дилемма

      R(S


    (Q((S


( (P((R


Рассуждения, построенные на основе силлогизмов, правильны именно в силу своей структуры. Применение в рассуждениях таких стандартных схем гарантирует правильность полученных выводов. Если рассуждение построено не в соответствии со схемой силлогизма, можно попытаться последовательным применением нескольких силлогизмов доказать справедливость заключения. Для рассуждения “Узнала - спросила” из F2 и F1 в соответствии с модус поненс можем заключить, что утверждение “F4: (Сп((У” истинно. Далее, пара утверждений F4 и F3 в соответствии с модус толленс гарантирует истинность заключения R этого рассуждения.

Однако, подбор правильных образцов рассуждений - силлогизмов не является систематическим методом, позволяющим всегда ответить на вопрос, является ли схема данного рассуждения правильной, если она не совпадает ни с одним из указанных силлогизмов. Например, в рассуждении “о хоккее” справедливо ли утверждать, что не играющий в хоккей - трус? Хотя схема этого рассуждения не совпадает ни с одним силлогизмом, уже в предыдущем примере мы видели, что не все правильные схемы рассуждений задаются силлогизмами. Далее мы рассмотрим систематические методы проверки правильности рассуждений, применимые к любым схемам рассуждений.

Логическое следствие. 

Определение 2.3.. Формула R называется логическим следствием формулы Ф (или: R логически следует из Ф), тогда и только тогда, когда для всякой интерпретации, на которой формула Ф истинна, R тоже истинна. (
Очевидно, что сама формула является логическим следствием самой себя, причем наиболее сильным следствием. Наиболее слабым следствием любой формулы является тавтология - тождественно истинная функция. Например, человек, выводящий из фактов только тривиальную истину, всегда прав. С другой стороны, из ложных фактов можно вывести любое утверждение. Например, знаменитый пример Гильберта “Если 2*2=5, то Луна сделана из зеленого сыра” с точки зрения логики является совершенно правильным умозаключением.

Теорема 2.1. Логическим следствием формулы Ф является False тогда и только тогда, когда Ф невыполнима.

Доказательство этой теоремы легко провести на основании определения 2.3. (
Очевидно, что если формула Ф невыполнима, то кроме False из нее можно получить любые следствия.

Определение 2.4. Формула R называется логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk (или: R логически следует из F1, F2, ..., Fk), тогда и только тогда, когда для всякой интерпретации, на которой формула F1&F2&...&Fk истинна, R тоже истинна. (
Из определения 2.4 очевидно, что наиболее сильным логическим следствием нескольких фактов является просто конъюнкция этих фактов.

Пример 2.6 [C85]. Инспектора Крейга из Скотланд-Ярда направили для проверки лечебницы для умалишенных. Каждый из обитателей лечебницы - врач либо пациент - мог быть либо здоров, либо лишен рассудка. Если он был здоров, то говорил правду, если лишен рассудка, то только лгал. 

В лечебнице Крейг побеседовал с двумя обитателями, Джонсом и Смитом. Джонс сказал, что Смит - один из врачей больницы, а Смит сказал, что Джонс - пациент. Поразмыслив, Крейг догадался, что либо в клинике или есть доктора, лишенные рассудка, или пациенты, которые нормальны (очевидно, и то, и другое следует пресекать). Как он догадался об этом? В [C85] приведено долгое рассуждение, обосновывающее вывод инспектора. Однако, вывод этот можно получить чисто механически. Действительно, обозначим:

Дд - Джонс доктор (следовательно, (Дд - Джонс пациент);

Нд - Джонс нормален (следовательно, (Нд - Джонс болен);

Дс -Смит доктор (следовательно, (Дс - Смит пациент);

Нс -Смит нормален (следовательно, (Нс - Смит болен).

Информация, полученная Крейгом, сводится к четырем фактам:

1)    Нд (  Дс;

2) (Нд ((Дс;

3)  Нс   ((Дд;

4)  (Нс (  Дд.

Какой вывод можно сделать из этих фактов? Для построения наиболее сильного следствия возьмем их конъюнкцию:

(Нд(Дс)((Нд((Дс)(Нс((Дд)((Нс(Дд) =

((Нд(Дс)(Нд((Дс)((Нс((Дд)(Нс(Дд) = 

((Нд(Дс (ДсНд)((НсДд ((ДдНс) =

(Нд(Дс(НсДд((Нд(Дс(ДдНс( ДсНд(НсДд ( ДсНд(ДдНс.

Первый терм говорит о том, что Джонс доктор, но ненормальный, последний - что он пациент, но нормален. Второй и третий термы говорят подобное же о Смите. Их дизъюнкция говорит о том, что по крайней мере одна из этих возможностей реализуется. Каждая из них аномальна. Поэтому инспектору Крейгу есть все основания для расследования. (
Пусть теперь мы имеем произвольную схему рассуждений. Определение 2.4 дает нам возможность систематической проверки правильности любой схемы рассуждений с высказываниями, например, по таблице истинности. Построим таблицы истинности формул F1&F2&...&Fk и R для рассуждения “Узнала - спросила” примера 2.1 (табл.2.6).

Таблица 2.6

Ск
Сп
У
F1=(Ск((У
F2=(Сп((Ск
F3=У
F1&F2&F3
R= Сп
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Формула F1&F2&F3 истинна в табл.2.6 только на последней интерпретации аргументов, и на этой же интерпретации R тоже истинна. Следовательно, схема для рассуждения “Узнала - спросила” правильна, вывод с необходимостью следует из истинности фактов. Заключительное утверждение здесь является новым знанием, оно не проверялось в реальной жизни специально: проверялись другие, а это является логическим следствием указанных фактов. Для того, чтобы сделать вывод о его истинности, достаточно только убедиться в истинности других высказываний (фактов): F1, F2, F3. Конечно, формальная логика не может гарантировать, что эти высказывания истинны - определение этого выходит за рамки логики, но уж если их истинность установлена, то истинность результата R можно не устанавливать: она будет следовать формально.

Проанализируем рассуждение “о хоккее” примера 2.2. Построим таблицу истинности:


Таблица 2.7

X
M
F1=Х(М
F2=(М((Х
F3=(Х
F1&F2&F3
R=(М
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Табл. 2.7 показывает, что в этом рассуждении вывод не является логическим следствием утверждений F1, F2, F3. Интерпретация (f,t) является контрпримером: на ней все факты истинны, а утверждение R - ложно. Это означает, что установить, является ли говорящий трусом или мужчиной, считая истинными только высказывания F1, F2 и F3 этого утверждения, нельзя, решение этой проблемы требует привлечения каких-то других фактов. Интересно, что хотя две строки этой популярной песни: “В хоккей играют настоящие мужчины,” и “Трус не играет в хоккей” звучат по-разному, с логической точки зрения они не отличаются: соответствующие логические функции Х(М и (М((Х эквивалентны, одна является контрапозицией другой.

Используя таблицы истинности, легко проверить, что каждый приведенный выше силлогизм является “правильной” схемой рассуждений. Читатель может на основании этого подхода с построением таблиц истинности легко придумать свои правильные схемы рассуждений.

При всей ясности метода, таблицы истинности неудобны при большом числе аргументов в рассуждении. Поэтому в логике были разработаны также и другие методы анализа рассуждений, основывающиеся на определении логического следствия.

Основная теорема логического вывода
Следующая теорема определяет условия, при которых схему рассуждений можно проверить на правильность без использования таблиц истинности. Именно на этой теореме основаны все методы логического вывода как в логике высказываний, так и в логике предикатов. Поэтому ее можно назвать основной теоремой теории логического вывода.

Теорема 2.2. Формула R является логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk тогда и только тогда, когда формула F1F2...Fk(R общезначима.

Доказательство. (Необходимость). Предположим, что R является логическим следствием формулы F1F2...Fk., и докажем при этом предположении, что F1F2...Fk(R общезначима. Пусть I есть произвольная интерпретация атомов. Если все F1,F2,...,Fk истинны на I, то F1F2...Fk истинна на I и по определению логического следствия R истинна на I, и, следовательно, на этой интерпретации F1F2...Fk(R истинна. Если же хотя бы одна Fi ложна на I, то на этой интерпретации F1F2...Fk ложна, но F1F2...Fk (R также истинна независимо от R в силу определения импликации. Следовательно, на I формула F1F2...Fk(R истинна. В силу произвольности интерпретации I этот вывод справедлив для всякой интерпретации, поэтому формула F1F2...Fk(R общезначима.

(Достаточность). Предположим, что формула F1F2...Fk(R общезначима. Тогда для всякой интерпретации, на которой все Fi истинны, формула F1F2...Fk тоже истинна, и тогда поскольку F1F2...Fk(R общезначима, на этой интерпретации R тоже истинна в силу определения импликации. (
Теорема 2.3. Формула R является логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk тогда и только тогда, когда формула F1F2...Fk(R невыполнима.

Доказательство. По теореме 2.2 формула R является логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk тогда и только тогда, когда формула F1F2...Fk(R общезначима или, что то же, отрицание формулы F1F2...Fk(R невыполнимо. Но по закону де Моргана ((F1F2...Fk(R) эквивалентно F1F2...Fk(R. Теорема доказана. (
На основании теорем 2.2 и 2.3 вопрос о правильности схемы рассуждения сводится к проверке общезначимости либо невыполнимости некоторой формулы. Эта проверка может быть выполнена множеством различных способов.

Приведение к нормальным формам
Как, анализируя формулу в нормальной форме, можно сделать вывод о ее общезначимости или невыполнимости? Возьмем ДНФ, т.е. представление формулы в виде дизъюнкции конъюнкций К1(К2(...(Kn. Для того, чтобы сделать вывод о ее общезначимости, нужно анализировать всю формулу целиком: каждая конъюнкция общезначимой формулы может быть истинной только на нескольких интерпретациях. В то же время, вывод о невыполнимости дизъюнкции конъюнкций можно сделать легко: каждая конъюнкция ДНФ невыполнимой функции должна быть невыполнима, а это очень легко проверить: конъюнкция литер невыполнима тогда и только тогда, когда она содержит хотя бы одну пару противоположных литер. Полностью аналогично можно использовать представление в виде КНФ, но для определения общезначимости функции. Очевидными следствиями предыдущих теорем являются:

Теорема 2.3 Для того, чтобы формула R была логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk, необходимо и достаточно, чтобы каждый конъюнкт дизъюнктивной нормальной формы представления формулы F1F2...Fk(R содержал пару противоположных литер. (
Теорема 2.4 Для того, чтобы формула R была логическим следствием формул F1, F2, ..., Fk, необходимо и достаточно, чтобы каждый дизъюнкт конъюнктивной нормальной формы представления формулы F1F2...Fk(R содержал пару противоположных литер. (
Пример 2.7 Докажем правильность схемы рассуждения “Узнала - спросила” примера 2.4 приведением к ДНФ: ((Ск((У) ((Сп((Ск)У(Сп = (Ск((У)(Сп((Ск)У(Сп = 

(СкСпУ(Сп) ( (Ск(СкУ(Сп) ( ((УСпУ(Сп) ( ((У(СкУ(Сп). 

Поскольку каждый конъюнкт содержит пару противоположных литер, эта формула невыполнима, и, следовательно, схема рассуждения “Узнала - спросила” правильна. Заметим, что это доказательство много проще построения и анализа таблиц истинности (таб.2.6). (
Метод резолюции
Этот метод использует тот факт, что если некоторая формула является невыполнимой, то наиболее сильное следствие этой формулы - константа False. Предложенный в 1965г. Дж. Робинсоном [R65] метод резолюции позволяет получить максимально сильное следствие множества формул с помощью систематической процедуры последовательного построения логических следствий формулы, называемых резольвентами. Иными словами, метод резолюции обладает свойством полноты: для формулы Ф следствие False обязательно будет получено, если Ф - невыполнима.

Теорема 2.4. Пусть В - логическое следствие формулы А. Тогда А&В ( А.
Доказательство теоремы легко проводится на основании определения понятия логического следствия. Действительно, пусть условие теоремы выполнено. Тогда в соответствии с теоремой 2.1, А(В ( True. Отсюда А(А&True(А&(А(В) (А((А(В) (А&(А(А&В(False(А&В(А&В. (
Определение 2.5. Резольвентой двух дизъюнктов D1(L и D2((L называется дизъюнкт D1(D2. (
Теорема 2.5. Резольвента является логическим следствием порождающих ее дизъюнктов.
Доказательство. Пусть D1(L и D2((L - два дизъюнкта. Тогда D1(D2 - их резольвента. Легко показать, что формула (D1(L)&(D2((L)((D1(D2) общезначима. По теореме 2.1 отсюда следует заключение теоремы. (
Метод резолюции доказательства невыполнимости формулы Ф=F1F2...Fk(R состоит в том, что формула Ф представляется в КНФ, и к ней конъюнктивно присоединяются все возможные резольвенты ее дизъюнктов и получаемых в процессе доказательства резольвент. Полнота метода резолюции состоит в том, что он гарантирует получение для формулы Ф следствия False, если Ф - невыполнима. Если же, перебрав все возможные резольвенты формулы Ф, мы не нашли пустую резольвенту, то Ф не является невыполнимой. 
Пример 2.8. Доказательство правильности рассуждения “Узнала - спросила” сводится к проверке невыполнимости формулы Ф=F1&F2&F3&(R, где F1=(Ск((У, F2=(Сп((Ск, F3=У и R= Сп.

Перечислим все дизъюнкты конъюнктивной нормальной формы Ф и построим возможные резольвенты:

N
Дизъюнкт
Откуда он получен
Интерпретация

(1)
Ск((У 

- первое утверждение:
Известно, что: “Если бы он не сказал ей, она бы не узнала”;

(2)
Сп((Ск
- второе утверждение:
и что “Если бы она его не спросила, он бы не сказал ей”;

(3)
У
- третье утверждение:
и что “Она узнала”. Докажем, что "Она спросила”

(4)
(Сп
- отрицание следствия:
Предположим противное, т.е. что "Она не спросила”.

(5)
(Ск
- резольвента 2 и 4;
Отсюда следует (поскольку “Если бы она его не спросила, он бы не сказал ей”) что "Он не сказал ей".

(6)
(У
- резольвента 1 и 5;
Отсюда следует (поскольку“Если бы он не сказал ей, она бы не узнала”) что "Она не узнала".

(7)
(
- резольвента 3 и 6,

пустой дизъюнкт
Мы пришли к противоречию: ведь известно же (3), что “Она узнала”. Следовательно, наше предположение неверно (оно противоречит фактам), т.е. "Она не спросила”.

Доказательство методом резолюции сделаем более наглядным, представив его графически:
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Рис.2.2. Графическое представление доказательства методом резолюции

Доказательство методом резолюции очень близко обычному словесному доказательству от противного. Это демонстрирует интерпретация последовательных формул вышеприведенной таблицы. Проинтерпретируем еще раз это доказательство в естественном языке по графу рис.2.2.

Рассуждение: “Если бы он не сказал ей, она бы и не узнала. А не спроси она его, он и не сказал бы ей. Но она узнала. Следовательно, она спросила.”
Доказательство (см. рис.2.2): “Предположим противное, т.е. что она не спросила. Тогда из второго утверждения следует, что он ей не сказал. Отсюда, и из первого утверждения следует, что она не узнала. Но в третьем утверждении говорится, что она узнала. Таким образом, предположив, что следствие неверно, мы пришли к противоречию. Поэтому следствие верно.”
Для рассуждения примера 2.2: “В хоккей играют настоящие мужчины. Трус не играет в хоккей. Я в хоккей не играю. Значит, я трус(?!)” метод резолюции дает (см таб.2.5):

(1) (Х(М
- первое утверждение: 
“В хоккей играют настоящие мужчины”;

(2)    М((Х
- второе утверждение: 
“Трус не играет в хоккей”;

(3)  (Х

- третье утверждение: 
“Я в хоккей не играю”;

(4)    М 

- отрицание следствия: 
“Предположим, что неверно, что "Я трус" ”;


Резольвент нет
Мы не можем построить здесь ни одной резольвенты, не говоря уж о пустой. Отсюда можно заключить, что вывод в этом рассуждении не является логическим следствием высказанных утверждений и не следует формально из их истинности. Для доказательства (или опровержения) этого вывода необходимы дополнительные факты.
Определение 2.6. Пусть S - множество дизъюнктов. Резолютивный вывод С из S есть такая конечная последовательность С1,...,Сk дизъюнктов, что Сk = C и каждый дизъюнкт Сi или принадлежит S или является резольвентой дизъюнктов, предшествующих Сi. Вывод пустого дизъюнкта из S называется опровержением S. (
Следующая теорема является основной теоремой теории логического вывода в логике высказываний: она утверждает, что  используя единственное правило вывода - резолюцию, мы можем проверить правильность любого заключения из фактов, последовательно получая резольвенты и присоединяя их к исходной формулировке.

Теорема 2.6 (о полноте метода резолюции). Множество дизъюнктов S невыполнимо тогда и только тогда, когда существует резолютивный вывод пустого дизъюнкта из S.

Необходимость. Доказательство того, что при невыполнимости S всегда найдется резолютивный вывод пустого дизъюнкта из S за конечное число шагов, здесь опускается.

Достаточность. Пусть из S существует резолютивный вывод пустого дизъюнкта. Докажем, что S невыполнимо. Поскольку резольвента ( есть логическое следствие порождающих ее дизъюнктов Di и Dk, то конъюнктивное присоединение резольвенты ( к формуле S не меняет ее значения, поскольку S=ADiDk, а DiDk(DiDk( согласно теоремам 2.4 и 2.5. Если среди резольвент Ф существует пустая резольвента, соответствующая ее логическому следствию False, то Ф невыполнима, поскольку эквивалентна формуле с конъюнктивным членом False. (
Перебор всех возможных резольвент можно организовать по-разному, и разные стратегии построения резольвент будут (в среднем) иметь различную эффективность (число шагов вывода до получения положительного или отрицательного ответа). Одной из наиболее эффективных стратегий является стратегия движения “от цели” - получение на каждом шаге резольвент из двух дизъюнктов, один из которых - это цель доказательства (инверсия предполагаемого следствия) или резольвента-потомок этой цели. Эта стратегия особенно эффективна в языках логического программирования, где только небольшое число фактов общей базы данных действительно имеют отношение к заданному вопросу. Мы рассмотрим использование метода резолюции в языках логического программирования ниже.

Другие методы. Использование семантических деревьев для проверки общезначимости или невыполнимости формулы было предложено Куайном. Идея основывается на том, что часто нет необходимости строить все дерево до листьев: в некотором узле значение функции может быть определено сразу для всех листьев, которые могут быть построены из этого узла. Метод Куайна был усовершенствован Девисом и Патнемом, предложившими для проверки невыполнимости формулы предварительно представить эту формулу в КНФ. Функция представляется в виде совокупности дизъюнктов, каждый из которых - просто множество литер, и алгоритм сводится просто к вычеркиванию литер из этих множеств в узлах семантического дерева.

Адекватность логики высказываний. Вопрос об адекватности математической модели при решении конкретных проблем в реальной жизни, как уже говорилось выше, лежит вне самого математического аппарата, это проблема, которую должен решать человек, использующий этот аппарат для решения задач практики. В области формализации рассуждений естественного языка всегда надо быть осторожным, применяя выводы логики высказываний к реальной жизни. Хорошую иллюстрацию этому дает так называемая “задача Кислера”, приведенная в монографии С. Клини “Математическая логика”. Рассмотрим ее в несколько измененной постановке.
Браун, Джонс и Смит обвиняются в преступлении. На допросе они под присягой дали показания:

Браун:  Джонс виновен, а Смит невиновен (Д&С).

Джонс: Браун без помощи Смита это не смог бы сделать (Б(C).

Смит:   Я невиновен, но кто-то из них виновен ((C&(Б(Д)).

Из этих утверждений следует, что виноват Джонс, а двое других подозреваемых невиновны (докажите!). Но задумаемся, действительно ли мы можем считать эти посылки истинными? Что, если виновный лжет, а невиновный говорит правду? В этом случае нахождение максимально сильного следствия шести посылок: 

F1:(Б((Д&С); 
F3:(Д((Б(C);

F5:(С((C&(Б(Д);
F2:  Б(((Д&С); 
F4:   Д(((Б(C); 
F6:   С((((C&(Б(Д));
приводит к полностью противоположному выводу. Если же мы будем полагаться на информацию только тех, кто невиновен (т.е учитывать только утверждения F1, F3, F5), то мы получим третий результат: установить в точности, кто виновен, без дополнительной информации нельзя. Таким образом, результаты анализа одной и той же ситуации с привлечением одного и того же аппарата - логики высказываний - существенно меняются в зависимости от того, как мы формализуем задачу проверки правильности рассуждений, какие факты мы будем считать установленными.

Другим примером, иллюстрирующим это положение, является доказательство древнегреческого философа Зенона того, что движения нет: “Если тело движется, то движение может происходить либо там, где тело есть, либо там, где тела нет. Но движение не может происходить там, где тело есть, потому что тогда бы оно стояло на месте. Движение не может также происходить там, где тела нет: если там тела нет, то как оно может там двигаться?. Следовательно, тело двигаться не может”. Логическая структура этого доказательства совершенно правильна, но формальная логика не может отвечать за то, что содержание умозаключения неверно. Движение все же есть!

2.3 Основы логики предикатов и логического вывода

2.3.1 Предикаты

Логика высказываний оперирует с атомами. Атомы являются абстракциями простейших повествовательных предложений, которые могут быть истинными или ложными. Атом рассматривается как неделимое целое, его структура не анализируется. Таким образом, аппарат, подходы и результаты логики высказываний могут быть применены только к очень узкому классу ситуаций - самых простых рассуждений на естественном языке.

В естественном языке встречаются и более сложные повествовательные предложения, истинность которых может меняться при изменении объектов, о которых идет речь, хотя структура предложений не меняется. Например, предложение “Джон любит Мэри” может быть истинным, а предложение “Джон любит Мэгги” ложным. В логике такие предложения, истинность которых зависит от параметров, абстрагируют с помощью предикатов. Например, предикат Любит(х,у) на паре <Джон, Мэри> может принимать значение истина, а на паре <Джон, Мэгги> - ложь. На латыни слово “предикат” (praedicatum) означает “сказуемое”, т.е. то, что в элементарном суждении утверждается о субъекте этого суждения, т.е. свойства этого оюъекта. Например, высказывание “Собака имеет хвост” истинно, “Лошадь имеет хвост” истинно, а “Человек имеет хвост” ложно. Поэтому заменив субъект в суждении переменной x, получим некую форму “х имеет хвост”, которая является функцией от х и принимает значения истинно для одних субъектах-аргументах этой функции и ложно для других. Формализация подобной высказывательной формы и называется предикатом, т.е. функцией, принимающей истинностные значения (истина либо ложь) и определенной на произвольной области изменения своей переменной; n-местный предикат является естественным обобщением функции одной переменной.

Определение 2.7. n-местным предикатом Р(х1,...,хn) называется функция Р: Мn({True, False}, определенная на наборах длины n элементов некоторого множества М и принимающая значения в области истинностных значений (рис.2.3, а). (
Множество М называется предметной областью предиката, а х1,...,хn - предметными переменными. Пусть М - множество натуральных чисел и n = 2. Двуместный предикат Р(х,у): х(у+3 истинен на парах <25,1> и <15,12> и ложен на паре <1,1>. Поскольку предикат каждому элементу множества Мn ставит в соответствие True или False, то можно считать, что предикат выделяет на Мn некоторое подмножество, на котором он истинен (рис.2.3, б). Таким образом, предикат на М может характеризовать (задавать) некоторое подмножество элементов М, а именно тех, на которых он истинен.
Предикаты могут быть связаны логическими связками, например, Р(х,у) ((Q(х,у). Рассмотрим формулу Р(Q. Она принимает истинное значение на тех аргументах, на которых предикат Р ложен или же предикат Q истинен. Очевидно также, что если на каждом элементе множества Мn , на котором предикат Р истинен, предикат Q тоже истинен, формула Р(Q общезначима. Таким образом, формула Р(Q общезначима тогда и только тогда, когда множество истинности предиката Р является подмножеством множества истинности предиката Q, или, что то же, предикат P сильнее предиката Q, как это показано на рис.2.3, в).




Рис.2.3. Графическое представление предикатов

В качестве аргументов предикатов можно использовать и функции, принимающие значения из предметной области. Например, функция Отец(х) пусть абстрагирует предложение естественного языка “Отец человека по имени х”. Тогда Любит(Отец(Отец(х)),у) - тоже предикат, он будет принимать истинное значение на паре <Мэри, Джон>, если дедушка Мэри действительно любит Джона.

Итак, в отличие от логики высказываний, в которой структура простейших утверждений не анализируется (они там называются атомами), в логике предикатов атомный предикат имеет структуру. 

Определение 2.8. Термом будем называть переменную или константу предметной области М, или функцию, принимающую значения в предметной области. Атомный предикат - это n-местная функция F(t1,...,tn), принимающая значение в множестве {True, False}, где ti - термы. (
Введем понятие формулы - комбинации простейших утверждений.

Определение 2.9. Правильно построенные формулы (ППФ) логики предикатов - это комбинация атомных предикатов и констант с логическими связками. Они определяются рекурсивно над множеством атомных предикатов с помощью символов операций (связок) (, (, скобок и одной дополнительной связки (, которая читается “для всех”. Рекурсивно ППФ определяются так:

1.  Логические константы True, False есть формулы.

2.  Атомный предикат есть формула.

3.  Если Р - формула, то ((Р) тоже формула.

4.  Если Р, Q - формулы, то (P(Q) - тоже формула.

5.  Если Р - формула, то ((х)Р тоже формула.

6.  Никаких других формул в логике предикатов нет.

Фактически, добавлением в логике предикатов по сравнению с логикой высказываний является то, что предикаты обычно не имеют фиксированного истинностного значения, их истинность различна для разных значениях их аргументов. В качестве единственной новой логической связки в логике предикатов используется связка (. 

В логике предикатов для сокращения формул используются записи:

P(Q  для    ((P)(Q,

P&Q  для ((((P)(((Q)),

P(Q для    (P(Q)&(Q(P),

((х)Р для ((((х)(P). (
Новые логические связки ( - “для всех” и ( - “существует” называются кванторами: ( - “квантор всеобщности” и ( - “квантор существования”. Формула ((х)Р(х) читается так: “Для всех х выполняется Р(х)”. Очевидно, что это уже не предикат, это константа True либо False, в зависимости от того, действительно ли для каждого элемента х предметной области высказывание Р(х) истинно. Аналогично, логической константой является ((х)Р(х), что читается так: “Существует такое х, что для него выполняется Р(х)”. Для конечной предметной области значения этих связок очевидны. Пусть на М={x1,x2,...,xn} определен произвольный предикат Р(х). Тогда очевидно: 
((х)Р(х) = Р(х1)&Р(х2)&...&Р(хn)=(х(МР(х);
((х)Р(х) = Р(х1)(Р(х2)(...(Р(хn)  =(х(МР(х).
Пример 2.9. Пусть Р(х) - предикат, определенный на множестве всех людей и означающий “х является студентом”. Тогда ((х)Р(х) ложно, а ((х)Р(х) истинно. Формула ((х) Любит(х, Отец(Отец(Джон))) истинна, если все любят дедушку Джона, а формула ((х)[Р(х)((Любит(Отец(Джон), х)] истинна, если отец Джона не любит хотя бы одного студента. Далее, если R(x,y) - предикат, определенный на множестве всех семейных людей и означающий “х и у - супруги”, то ((х)((y)R(х,y) ( ((y)((х)R(х,y). Первая формула истинна, вторая - ложна. (
Свободные и связанные переменные. Область действия переменной, указанной в кванторе, если она не очевидна, определяется скобками, например: 
G(x,z) = ((t)[Р(t,z)(((u)((y)Q(t,y,u)](((r)R(x,r).

Переменная связана, если она находится в области действия квантора. Связанные переменные можно заменять, если это не приводит к изменению смысла формулы. Например, предыдущая формула эквивалентна такой: G(x,z) = ((х)[Р(х,z)(((z)((y)Q(x,y,z)](((z)R(x,z).

Интерпретации. Формула логики предикатов является только схемой высказывания. Формула имеет определенный смысл, т.е. обозначает определенное высказывание естественного языка, если существует какая-либо ее интерпретация. Интерпретировать формулу - это значит связать с ней непустое множество М (конкретизировать предметную область), а также указать соответствие:

- каждой предметной константе конкретный элемент из М;

- каждой n-местной функциональной букве в формуле конкретную n-местную функцию на М; 

- каждой n-местной предикатной букве в формуле конкретное отношение между  n элементами области интерпретации М.

Рассмотрим, например, элементарную формулу:

G(f(a,b),g(a,b))

и следующую ее интерпретацию:

- М - множество действительных чисел;

а, b - числа 2 и 3 соответственно;

- f - функция сложения аргументов;

- g - функция умножения аргументов;

- G - отношение "не меньше".

При такой интерпретации приведенная формула обозначает высказывание: "сумма 2+3 не меньше произведения 2*3", что неверно. Следовательно, G(f(a,b),g(a,b)) на этой интерпретации равна False. На измененной интерпретации, когда в качестве а и b мы выберем 2 и 1, G(f(a,b),g(a,b))=True.
Две формулы логики предикатов эквивалентны, если они принимают одинаковые истинностные значения на всех возможных интерпретациях. В отличие от логики высказываний, значения формул логики предикатов уже нельзя определить на основе таблиц истинности на всех возможных интерпретациях: предметная область может быть бесконечной. Единственный способ определить эквивалентность формул - использовать аналитические преобразования на основе установленных эквивалентностей. Это и составляет основную трудность и качественное отличие этой модели от логики высказываний.

Эквивалентности логики предикатов.

(а) Комбинация кванторов:
1. ((х)((y)P(х,y) = ((y)((х)P(х,y);
2. ((х)((y)P(х,y) = ((y)( (х)P(х,y);

3. ((х)((y)P(х,y) ( ((y)((х)P(х,y).
Свойства (а) 1 и 2 аналогичны свойствам коммутативности дизъюнкции и конъюнкции. Свойство 3 доказано в примере 2.9. Оно говорит о том, что перестановка местами кванторов существования и общности меняет смысл высказывания, а в общем случае, конечно, и значение его истинности.

(б) Комбинация кванторов и отрицаний:
1. (((х)P(х) = ((х)(P(х);
2. (((х)P(х) = ((х)(P(х).

Свойства (б) непосредственно следуют из определения квантора (. Это аналог теорем де Моргана.

Пример 2.10. Афоризм Козьмы Пруткова “Нет столь великой вещи, которую не превзошла бы величиною еще большая …” ([П82]) формально в виде предиката может быть записан так: (((х((уР(у,х) ), где х и у принимают значения в множестве всех вещей, а утверждение Р(а,b) означает “Вещь а превосходит величиной вещь b”. Этот предикат эквивалентен такому: ((х(уР(у,х) ), что дает эквивалентную формулировку этого афоризма, менее замысловатую: “Для любой вещи всегда найдется большая”. (
(в) Расширение области действия кванторов (Q не зависит от х):
1.  ((х)P(х)(Q = ((х)[P(х)(Q];
2.  ((х)P(х)(Q = ((х)[P(х)(Q];

3.  ((х)P(х)&Q = ((х)[P(х)&Q];

4.  ((х)P(х)&Q = ((х)[P(х)&Q].

Эти свойства являются следствием свойств коммутативности и дистрибутивности дизъюнкции и конъюнкции.
(г) Расширение области действия кванторов (Q зависит от х):
1. ((х)P(х)(((х)Q(x)  =  ((х)[P(х)(Q(x)];

2. ((х)P(х)&((х)Q(x) =  ((х)[P(х)&Q(x)];

3. ((х)[P(х)&Q(x)]     ( ((х)P(х)&((х)Q(x);

4. ((х)P(х)(((х)Q(x) ( ((х)[P(х)(Q(x)].

Свойства (г) 2 и 4 являются следствием свойств 1 и 3 и выводятся с применением теоремы де Моргана. Свойство 1 иллюстрируется следующим высказыванием, обе части которого эквивалентны: “Среди нас есть английский шпион, или же среди нас - японский шпион. Да, в наши ряды затесался английский или японский шпион.”. Свойство 2 иллюстрирует следующее высказывание, обе части которого, очевидно, тоже эквивалентны: “Все - летчики, и все - герои. Каждый - и летчик, и герой”. Высказывание: “Есть у нас комсомолки, спортсменки, красавицы” более сильное, чем высказывание: “Есть у нас комсомолки, есть и спортсменки, есть и красавицы”, потому что второе не обязательно означает, что перечисленными качествами: “быть комсомолкой, спортсменкой и красавицей” обладает одно лицо (свойство 3).

В математике часто используются предикаты, различные переменные которых определены на разных множествах значений. Кванторы существования и всеобщности для таких переменных могут сопровождаться указанием того множества значений, на котором переменная определена.

Определение 2.10. Ограниченным предикатом называется предикат, определенный не на всей предметной области, а на множестве объектов, удовлетворяющих дополнительному условию. 

Простейшие примеры ограниченных предикатов - ((х(Х)Р(х) и ((х(Х)Р(х), что имеет смысл: “для всех х, принадлежащих множеству Х, справедливо Р(х)” и “существует такое х, принадлежащее множеству Х, для которого справедливо Р(х)”. Очевидно, что предикат ((х(Х)Р(х) эквивалентен ((х) (х(Х)(Р(х) и ((х(Х)Р(х) эквивалентен ((х)(х(Х)(Р(х).

Более общо, иногда удобно записывать предикаты относительно объектов, удовлетворяющих дополнительному условию, например: ((х: R(x))Р(х) и ((х: R(x))Р(х). Первое из них читается: “для любого х, удовлетворяющего условию R(x), справедливо Р(х)”, а второе: “существует х, удовлетворяющее условию R(x), для которого справедливо Р(х)”. Эти ограниченные предикаты эквивалентно можно представить: ((х: R(x))Р(х) ( ((х) R(x)(Р(х) и ((х: R(x))Р(х) ( ((х) R(x)(Р(х). (.
Теорема 2.7. Для ограниченных предикатов выполняются законы де Моргана:
(((х(Х)Р(х) = ((х(Х)(Р(х);
(((х(Х)Р(х) = ((х(Х)(Р(х);
(((х: R(x))Р(х) = ((х: R(x))(Р(х);
(((х: R(x))Р(х) = ((х: R(x))(Р(х).
Доказательство этой теоремы остается в качестве упражнения (задача 2.23). (
Пример 2.11. Формальным выражением того факта, что массив х1, х2,..., хn упорядочен по возрастанию, является предикат ((i({1,...,n-1}) хi(хi+1, что словесно звучит так: “Любой последующий элемент массива не больше предыдущего элемента”. Выразим формально отрицание этого факта, т.е. утверждение, что этот массив не упорядочен по возрастанию: 

(((i({1,...,n-1}) хi(хi+1 ( ((i({1,...,n-1})((хi(хi+1) ( ((i({1,...,n-1})хi>хi+1.

Таким образом, противоположное утверждение звучит так: “Существует пара соседних элементов массива, из которых последующий меньше предыдущего”. (
Пример 2.12. Определение достижимого состояния конечного автомата записывается так: “Состояние s конечного автомата является достижимым тогда и только тогда, когда существует такая входная цепочка, что под ее воздействием автомат переходит в это состояние из начального состояния s0”. В виде предиката это записывается короче: Достижимо(s)(((((X*)(*(s0,()=s. Исходя из этого определения, определим понятие недостижимого состояния конечного автомата. В виде предиката это записывается так: Недостижимо(s)(([((((X*)(*(s0,()=s]. Отсюда: Недостижимо(s) (((((X*) ([(*(s0,()=s] или, что то же: Недостижимо(s)(((((X*)(*(s0,()(s. В словесной формулировке: “Состояние s конечного автомата недостижимо тогда и только тогда, когда под воздействием любой входной цепочки автомат не переходит в это состояние из начального состояния s0” . (
Пример 2.13. Существует теорема p(k+1q ( ((х(Х) [((p,х) (k ((q,х) & ((p,х) = ((q,х)] (здесь p(kq обозначает утверждение “состояние p k-эквивалентно состоянию q”, а (p(kq обозначает утверждение “состояния p и q k-различимы”. Доказательство необходимости состоит в том, что нужно показать p(k+1q ( ((х(Х) [((p,х) (k ((q,х) & ((p,х) = ((q,х)]. Доказательство этого более простого утверждения проводится от противного, т.е. доказывается его контрапозиция: ((х(Х)[(((p,х)(k((q,х)(((p,х)(((q,х)]((p(k+1q. Из свойств предикатов легко показывается, что эта формула эквивалентна конъюнкции двух утверждений: ((х(Х)[(((p,х)(k((q,х)]((p(k+1q и ((х(Х)[((p,х)(((q,х)]((p(k+1q. Словами это можно сказать так: “Если существует такой элемент х из Х, что состояния ((p,х) и ((q,х) k-различимы, то р и q являются k+1- различимыми” и: “Если существует такой элемент х из Х, что ((p,х) не равно ((q,х), то состояния р и q являются k+1- различимыми”. (
2.3.2 Логический вывод в логике предикатов

Пример 2.14. Рассмотрим доказательное рассуждение “Каждый человек смертен. Сократ - человек. Следовательно, Сократ смертен.”. Представим схему рассуждения:

(F1)   ((х) [Человек(х) ( Смертен(х)];
(F2)       Человек(Сократ);
(R)     ( Смертен(Сократ).

Доказательство методом резолюции:




Это доказательное рассуждение, исторически одно из первых, которое было изучено с точки зрения именно формы (а не смысла), приписывается Г. Оккаму (1349 г.). В силлогистике, создателем которой был Аристотель, подобные силлогизмы стали изучаться в их общей форме с использованием замещающих переменных, которые сохраняют форму исходного силлогизма. Так, моделью приведенного рассуждения является форма: “Если все х суть у и если С есть х, то С есть у”. Заметим, что соответствие доказательства методом резолюций структуре доказательства, применяемого человеком в естественном языке, проявляется здесь еще более явно, чем в случае логики высказываний. Например, переложенное на естественный язык обоснование рассуждения: “Каждый человек смертен. Сократ - человек. Следовательно, Сократ смертен.” в соответствии с вышеприведенной схемой метода резолюции выглядит так: “Предположим противное, т.е. что Сократ не смертен. Отсюда, учитывая первое утверждение: Каждый человек смертен, можно заключить, что Сократ - не человек. Но второе утверждение говорит, что Сократ - человек. Следовательно, мы пришли к противоречию, что показывает, что наше предположение неверно.” (
Скулемовская стандартная форма

В логическом выводе используют предикаты в предваренной форме, когда все кванторы вынесены в формуле влево, т.е. предваряют формулу. Эту формулу, поскольку она не содержит кванторов, можно свести к конъюнктивной нормальной форме. Преобразование в предваренную форму легко выполнить применением свойств эквивалентности и заменой переменных. Например, приведем формулу ((х)P(х)(((х)R(x) в предваренную форму:

((х)P(х)(((х)R(x) ( (((х)P(х)( ((х)R(x) ( ((х) (P(х)(((х)R(x) ( ((х)[(P(х)(R(x)] ( ((х)[P(х) (R(x)].
Логический вывод легко применяется в случае, если в предваренной форме представления фактов присутствует только квантор всеобщности. В логике предикатов разработан метод, позволяющие исключить квантор существования из формулы в предваренной форме. Этот метод связан с введением так называемых “скулемовских функций”. Рассмотрим этот метод, опуская обоснования, которые можно найти в [ЧЛ83].

Пусть предикат F находится в предваренной форме (Q1x1)…(Qnxn)M, где М есть предикат в конъюнктивной нормальной форме, а (Q1x1)…(Qnxn) - префикс кванторов. Пусть Qr есть самый левый квантор существования, 1(r(n. Если никакой квантор всеобщности не стоит левее Qr, то выберем новую константу с, отличную от других констант, входящих в М, заменим все вхождения xr, встречающиеся в М, на с и вычеркнем (Qrxr) из префикса. Если же Qs1…Qsm - все кванторы всеобщности, встречающиеся левее Qr, 1(s1<s2<…<sm<r(n, выбираем новый m-местный функциональный символ f, отличный от всех других функциональных символов, заменим все, заменим все вхождения xr, встречающиеся в М, на f(xs1,xs2,…xsm) и вычеркнем (Qrxr) из префикса. Эту операцию применим для всех кванторов существования в префиксе слева направо; последняя из полученных формул есть скулемовская стандартная форма, к которой, собственно, и применяется алгоритм логического вывода. Константы и функции, использованные для замены переменных квантора существования, называются скулемовскими константами и функциями.

Пример 2.15. Построим скулемовскую стандартную форму предиката ((x)((y)((z)((u)((v)((w) P(x,y,z,u,v,w).

Левее ((x) в формуле нет никаких кванторов всеобщности, левее ((u) стоят кванторы всеобщности ((y) и ((z), левее ((w) стоят кванторы всеобщности ((y), ((z) и ((v). Заменяем переменную х на константу а, переменную u на двухместную функцию f(y,z), а переменную w - на трехместную функцию g(y,z,v). Скулемовская стандартная форма представленной выше формулы - ((y)((z)((v)P(а,y,z,f(y,z),v,g(y,z,v)). (
Пример 2.16. Рассмотрим следующую теорему теории групп [ЧЛ83]. Теорема (о коммутативной группе). Если произведение любого элемента группы G на себя есть единица этой группы, то группа G - коммутативна.
Очевидно, что для доказательства эта теорема должна быть записана формально. Пусть предикат Р(х,у,z) означает следующее утверждение: Если х(G и у(G, то z(G и ху=z (мы опускаем здесь знак бинарной операции умножения группы). Тогда теорема будет выглядеть так (единицу группы обозначим е): ((x) Р(х,х,е) ( ((u) ((v) ((w)[Р(u,v,w) ( Р(v,u,w)].

Доказательство теорем обычно проводится на основе аксиом и других теорем, выведенных из этих аксиом. Аксиомами, определяющими любую группу G, являются следующие четыре:

А1: любая группа удовлетворяет свойству замкнутости (т.е. х и y(G  влечет ху(G);

А2: любая группа удовлетворяет свойству ассоциативности (т.е. х, у и z(G влечет x(yz) = (xy)z);

А3: в группе существует единичный элемент (т.е. хе=ех=х для любого х(G)

A4: для каждого элемента существует обратный элемент (если х-1 - обратный к х, то х х-1= х-1 х = е).

Формальное выражение этих аксиом:

А1: ((x)((у)((z)P(x,y,z);

A2: ((x)((у)((z)((u) ((v)((w) P(y,z,v) P(x,y,u) [P(x,v,w) ( P(u,z,w)];

А3: ((x)[P(x,e,x) P(e,x,x)];

A4: ((x)((y)[P(x,y,e) P(y,x,e)].

Для доказательства сформулированной выше теоремы В = {((x) Р(х,х,е) ( ((u) ((v) ((w)[Р(u,v,w) ( Р(v,u,w)]} просто покажем, что она является логическим следствием аксиом А1-А4.
Отрицание этой теоремы:(B = ((x) Р(х,х,е) & (((u) ((v) ((w)[Р(u,v,w) ( Р(v,u,w)]} =

((x) Р(х,х,е) & ((u) ((v) ((w) ([Р(u,v,w) ( Р(v,u,w)]}

Скулемовские формы для аксиом и отрицания следствия:

А1: ((x)((у)P(x,y,f(x,y));

A2: ((x)((у)((z)((u) ((v)((w) P(y,z,v) P(x,v,w) [P(x,y,u) ( P(u,z,w)];

А3: ((x)[P(x,e,x) P(e,x,x)];

A4: ((x)[P(x,i(x),e) P(i(x),x,e)];

(B: ((x){Р(х,х,е) & ([Р(a,b,c) ( Р(b,a,c)]}.

Список дизъюнктов для метода резолюции:
(1)  P(x,y,f(x,y))





из А1;

(2)  (P(y,z,v) ( (P(x,v,w) ( P(x,y,u) ( (P(u,z,w)]

из А2;

(3)  (P(y,z,v) ( (P(x,v,w) ( ( P(x,y,u) ( P(u,z,w)]

из А2;

(4)  P(x,e,x)





из А3;
(5)  P(e,x,x)





из А3;
(6)  P(x,i(x),e)





из А4;
(7)  P(i(x),x,e)





из А4;
(8)  Р(х,х,е)





из (В;
(9)  Р(a,b,c) 





из (В;
(10)  (Р(b,a,c) 





из (В.
Отметим, что при нахождении резольвенты двух дизъюнктов, включающих переменные, связанные кванторами всеобщности, эти переменные в разных дизъюнктах не должны совпадать: в каждом дизъюнкте они связаны квантором всеобщности, и "не видны" извне. Поэтому все переменные одного дизъюнкта при применении метода резолюции можно переименовать так, чтобы они отличались от переменных других дизъюнктов.
Алгоритм унификации

В процедуре доказательства методом резолюций для отождествления противоположных пар предикатов (именно предикаты выступают здесь в роли литер, если говорить в терминах метода резолюции для высказываний) используется так называемая “процедура унификации” - приведение аргументов дизъюнктов, для которых ищется резольвента, к унифицированному (одинаковому) виду. В примере 2.14 при поиске резольвенты двух дизъюнктов (Человек(х)(Смертен(х) и Человек(Сократ) вместо переменной х можно подставить конкретное значение “Сократ” именно потому, что квантор всеобщности предваряет первый дизъюнкт: поскольку это высказывание истинно для любого элемента предметной области (множества людей), то оно справедливо и для конкретного человека по имени Сократ.

Рассмотрим алгоритм унификации конечного множества выражений (см. [ЧЛ83]). Алгоритм унификации пытается найти такие наиболее общие замены переменных в выражениях, чтобы эти выражения стали тождественны. Например, чтобы два выражения Р(х) и Р(а) стали тождественны, необходимо просто переменную х заменить на константу а. Обобщим этот примитивный случай: построим алгоритм, который находит минимальную подстановку переменных всегда, когда она есть. Формализуем простейший случай. Чтобы отождествить Р(а) и Р(х) сначала найдем рассогласование выражений, которое равно {а, х}, а потом попытаемся его исключить конкретизацией переменных. В общем случае рассогласование множества выражений W строится выявлением первой слева позиции, на которой не для всех выражений из W стоит один и тот же символ. Далее с этой позиции из каждого выражения в W выделяется подвыражение, совокупность которых и составляет множество рассогласований. Например, если W есть {P(x, f(y, z)), P(x, a), P(x, g(h(x)))}, то первая позиция рассогласования есть пятая, поскольку у всех выражений четыре первые символа “Р(х,” совпадают. Начинающиеся с пятой позиции подвыражения подчеркнуты; они и составляют множество рассогласований: {f(y, z), a, g(h(x))}.
Алгоритм унификации
Шаг 1. Полагаем k=0, Wk=W, (k=(.

Шаг 2.  Если Wk - содержит только один дизъюнкт, то останов, W - унифицируемо и (k -наиболее общий унификатор для W. Если нет, найдем Dk - множество рассогласований для Wk.

Шаг 3. Если в Dk существует пара выражений vk и tk, такие, что vk - переменная, а tk - терм (возможно, другая переменная), не содержащий эту переменную, то положить (k+1 = (k({tk/vk}, Wk+1 = Wk{tk/vk}, k=k+1 и перейти к шагу 2.

В противном случае останов: множество W не унифицируемо.
В этом алгоритме используются обозначения Wk{tk/vk}, что означает подстановку терма tk вместо всех вхождений переменной vk, и (k({tk/vk}, что означает произведение подстановок с очевидным смыслом. Рассмотрим работу алгоритма на примерах.

Пример 2.17 (а). Наиболее общий унификатор для W={P(x, f(х)), P(z, f(z)}, очевидно, {x/z} (или, {z/x}). После замены переменных W1={P(x, f(х)), P(х, f(х)}={P(x, f(х))}, содержит только один член - единичный дизъюнкт. Таким образом, замена переменных при резолюции является частным случаем унификации. (
Пример 2.17(б). Найдем наиболее общий унификатор для W={P(a, x, f(g(y))), P(z, f(z), f(u))}. 
1.  Шаг 1. k=0, W0=W, (0=(. Переходим к шагу 2.

2.  Шаг 2. W0 не является единичным дизъюнктом. D0 = {a, z}. Переходим к шагу 3.

(1)  Шаг 3. Множество рассогласований D0 содержит пару (a, z), в которой z- переменная, а терм “а” эту переменную не содержит. Полагаем (1 =(0({а/z}=(({а/z}={а/z}. W1=W0({а/z} = {P(a, x, f(g(y))), P(a, f(а), f(u))}, k=1.
3.  Шаг 2. W1 не является единичным дизъюнктом. D1 = {х, f(а)}. Переходим к шагу 3.

4.  Шаг 3. Множество рассогласований D1 содержит пару (х, f(а)), в которой х - переменная, а терм “f(а)” эту переменную не содержит. Полагаем (2 = (1({f(а)/х} = {а/z}({f(а)/х} = {а/z, f(а)/х}. W2 = W1{f(а)/х} = {P(a, f(а), f(g(y))), P(a, f(а), f(u))}, k=2. 

5.  Шаг 2. W2 не является единичным дизъюнктом. D2 = {g(y), u}. Переходим к шагу 3.

6.  Шаг 3. Множество рассогласований D2 содержит пару (g(y), u), в которой u- переменная, а терм “g(y)” эту переменную не содержит. Полагаем (3 = (2{g(y)/u} = {а/z, f(а)/х}{g(y)/u} = {а/z, f(а)/х, g(y)/u}. W3 = W2{g(y)/u} = {P(a, f(а), f(g(y))), P(a, f(а), f(g(y)))} = {P(a, f(а), f(g(y)))}, k=3. 

7.  Шаг 2. W3 содержит только единичный дизъюнкт. Алгоритм завершился. Наиболее общий унификатор для W = {P(a, x, f(g(y))), P(z, f(z), f(u))} - это подстановка (3 = {а/z, f(а)/х, g(y)/u}, т.е. нужно везде подставить вместо z константу а, вместо х - функцию f(а), а вместо u - функцию g(y).(
Пример 2.18. Докажем справедливость следующего рассуждения [ЧЛ83].

Посылки: 

F1:: Некоторые пациенты любят докторов. 

F2:: Ни один пациент не любит знахарей. 

Заключение: 

R:: Никакой доктор не является знахарем.

Выделим элементарные высказывания: 

Р(х): “х-пациент”;

D(х): “х-доктор”;

Q(х): “х-знахарь”;

L(x,y): “x любит у”.

Предикатная запись рассуждения: 

F1:: ((x: P(x))((y: D(y)) L(x,y),
Некоторые пациенты любят (всех) докторов.
F2:: ((x: P(x))((y: Q(y) )(L(x,y),
Ни один пациент не любит (всех) знахарей.
R::   ((x: D(x))(Q(x); 

Никакой доктор не является знахарем.

Раскрытие ограниченных предикатов:

F1:: ((x)[P(x)&((y)(D(y)(L(x,y))],
F2:: ((x)[P(x) (((y)(Q(y) ((L(x,y))],
R::   ((x)(D(x)((Q(x)); 

Отрицание заключения:

(R:: ((x)(((D(x)((Q(x)).
Представление посылок и отрицания заключения в предваренной конъюнктивной нормальной форме:

F1:: ((x)((y)[P(x)&((D(y)(L(x,y))],
F2:: ((x)((y)((P(x)((Q(y)((L(x,y)),
(R:: ((x)D(x)&Q(x).
Представление посылок и отрицания заключения в скулемовской нормальной форме:

F1:: ((y)(P(а)&((D(y)(L(а,y)),
F2:: ((x)((у)((P(x)((Q(у)((L(x,у)),
(R:: D(b)&Q(b).
Замена переменных:

F1:: ((y)(P(а)&((D(y)(L(а,y)),
F2:: ((x)((z)((P(x)((Q(z)((L(x,z)),
(R:: D(b)&Q(b).
Здесь произведена замена переменных, связанных квантором всеобщности: в F2 переменная у заменена на z с тем, чтобы не было коллизий с утверждением F1. Алгоритм унификации позволит автоматически произвести необходимую замену переменных при поиске резольвенты. Если этого не сделать, то могут возникнуть коллизии: как, например, унифицировать два предиката Р(х, f(z)) и Р(z, f(x))?

Дизъюнкты для доказательства методом резолюции:

(2)  Р(а)

(3)  (D(y)(L(а,y)

(4)  (P(x)((Q(z)((L(x,z)

(5)  D(b)

(6)  Q(b)).
Резольвенты:

(6)  L(а,b)


резольвента (4) и (2)

(7)  (P(а)((Q(b)

резольвента (6) и (3)

(8)  (Q(b)


резольвента (7) и (1)

(9)  (



резольвента (8) и (5) - пустая
Восстановим словесную форму доказательства. 

Посылки: 

F1:: Некоторые пациенты любят докторов. 

F2:: Ни один пациент не любит знахарей. 

Заключение: 

R:: Никакой доктор не является знахарем.

Доказательство.

Предположим противное, т.е. что существует некий доктор, одновременно являющийся и знахарем. Пусть этот человек b (Отрицание следствия, D(b)&Q(b)). Тогда из утверждения (F1:: Некоторые пациенты любят (всех) докторов) следует, что существует пациент (назовем его а), который любит всех докторов, и, конечно, любит конкретного доктора b (L(а,b)). Отсюда и из второго утверждения (F2:: Ни один пациент не любит знахарей) следует, что или а не пациент, или b не доктор ((P(а)((Q(b)). Но из утверждения F1 мы знаем, что а - пациент, а из отрицания заключения ((R) по предположению, b -доктор. Таким образом, мы пришли к противоречию, и, следовательно, заключение нашего рассуждения верно. (
2.3.3 Логическое программирование
В первом приближении логическое программирование - это использование дедуктивных процедур (процедур логического вывода) как механизма вычислений. Языки логического программирования являются декларативными в отличие от обычных “процедурных” языков”. В них в виде логических аксиом формулируются сведения о задаче и предположения, достаточные для ее решения. Сама задача формулируется как целевое утверждение, подлежащее доказательству. Таким образом, программа представляет собой множество аксиом, а вычисление - это конструктивный вывод целевого утверждения из программы. В логическом программировании (мы будем говорить о языке ПРОЛОГ) используется только одно правило вывода - резолюция.

Резолюция обладает важными свойствами - корректностью и полнотой. Резолюция корректна в том смысле, что если с ее помощью из множества формул S={F1,...,Fk} и отрицания формулы R выводится пустой дизъюнкт, то справедливо F1F2...Fk(R. Резолюция является полной в том смысле, что если R является логическим следствием множества формул S, то пустой дизъюнкт обязательно выводится из F1F2...Fk(R. Однако, в 1936 году Черчем и Тьюрингом было доказано, что для логики предикатов не существует разрешающего алгоритма для проверки общезначимости (и, следовательно, невыполнимости) формул. Поэтому запустив процесс логического вывода, в общем случае мы не можем сказать, завершится ли он. Если R не является логическим следствием формул S, то алгоритм доказательства может никогда не завершиться в случае, если существует бесконечное число возможных резольвент, последовательно получаемых в процессе выполнения алгоритма доказательства. Однако, для предикатов с конечной областью определения, и тем более в логике высказываний, не только положительный, но и отрицательный ответ на вопрос о невыполнимости логической функции всегда будет получен методом резолюции в конечное время (за конечное число шагов).

Логический вывод в Прологе

Логика предикатов и понятие логического вывода были разработаны в первой половине нашего века, но только в конце 60-х были поняты огромные возможности логического вывода для построения непроцедурных алгоритмов, тогда же и были разработаны методы резолюции, алгоритм унификации, и в конце концов язык логического программирования ПРОЛОГ. Основной вклад в логическое программирование был сделан Аланом Робинсоном (Alan Robinson), Алайном Колмерауером (Alain Colmeraurer) и Робертом Ковальски (Robert Kowalski), причем он был сделан сравнительно недавно. В этом языке исходное множество формул, для которого ищется пустая резольвента, представляется в виде так называемых “дизъюнктов Хорна”. Хорновские дизъюнкты - это формулы одного из трех типов:

отрицание : 

((В1,...,Вn)

факт: 


А

импликация (правило): 
А((В1,...,Вm),

где А, В1, ... - литеры - атомные высказывания или предикаты с отрицаниями или без них в нормальной предваренной форме только с (подразумеваемыми) кванторами всеобщности для всех переменных. Как мы видели из предыдущих разделов, любую логическую формулу можно привести к такому виду. Факты можно рассматривать как импликации, не имеющие посылок (антецедентов). Отрицания - как импликации, не имеющие следствий (консеквентов). Поэтому все дизъюнкты Хорна - это формулы вида А((В1,...,Вm), которые просто являются другой записью импликации В1(...(Вm(А, и знак ( здесь может читаться как "при условии, что". Все эти формулы представляются в виде дизъюнктов: (В1(...((Вm(А, или просто множеством литер {А,(В1,...,(Вm}, поскольку знак дизъюнкции подразумевается. Именно к этим дизъюнктам и применяются последовательные шаги метода резолюции.

Таким образом, все задачи логического вывода можно формулировать, пользуясь только дизъюнктами Хорна, и все те задачи, которые являются в принципе разрешимыми, можно решить с помощью метода резолюции. Рассмотрим несколько примеров из [GL88].

Пусть в нотации, близкой языку ПРОЛОГ, записана программа:
Программа_1::

1: птица(Х) ( откладывает_яйца(Х), имеет_крылья(Х)

2: рептилия(Х) ( откладывает_яйца(Х), имеет_чешую(Х)

3: откладывает_яйца(ворона)

4: откладывает_яйца(питон)

5: имеет_чешую(питон)

6: имеет_крылья(ворона)

7:?птица(ворона)
В первой строке стоит правило, которое можно понять так: любое животное является птицей при условии, что оно откладывает яйца и имеет крылья. Очевидно, что это просто предикат в предваренной нормальной форме с опущенным квантором всеобщности (потому здусь и следует читать: любое животное). Этот предикат задан здесь одним дизъюнктом (птица(Х), (отладывает_яйца(Х), (имеет_крылья(Х)), где атомные предикаты дизъюнкта просто перечисляются через запятую вместо того, чтобы перечисляться через знак дизъюнкции. Вторая строка - это правило, аналогично определяющее класс рептилий. Третья строка - “откладывает_яйца(ворона)” - это, факт, который мы считаем истинным. Часто подобные факты присоединяются к программе из базы данных. Последняя строка - это утверждение-вопрос, истинность которого процессор языка ПРОЛОГ пытается проверить с помощью метода резолюции, пользуясь фактами и правилами. Вычисление резольвент для программы на ПРОЛОГЕ следует определенной стратегии, поскольку база данных может содержать огромное множество фактов, не обязательно относящихся к данному конкретному вопросу и построение всех возможных резольвент в этой базе данных бессмысленно. В ПРОЛОГ-машине отрицание вопроса программы принимается за цель. Далее вычисляются резольвенты, порождаемые целью и каким-либо правилом или фактом, которые просматриваются последовательно сверху вниз. Если резольвента существует при наиболее общей унификации, она вычисляется. Если пустая резольвента с помощью такой стратегии не найдена, то ответ на вопрос отрицателен. В нашем примере резольвентой утверждений: (птица(ворона) и птица(Х)(отладывает_яйца(Х),имеет_крылья(Х) является дизъюнкт, включающий отрицания двух утверждений: отладывает_яйца(Х) и имеет_крылья(Х). Эта пара становится новой целью, для которой снова ищется резольвента. Очевидно, что если в процессе вычислений найдена пустая резольвента, ответ на заданный вопрос утвердительный. Результатом программы на ПРЛОГЕ являются также и значения переменных, конкретизированные алгоритмом унификации в процессе вычислений - т.е. те значения параметров. при которых справедливо заключение. В примерах далее будем использовать прописные буквы для обозначения переменных, а строчные буквы - для имен конкретных объектов универсума.

Рассмотрим вычисление Программы 1:




Получение пустой резольвенты означает успех вычисления. Фактически, стоящий перед атомным предикатом знак вопроса означает вхождение этого предиката в дизъюнкт со знаком отрицания, и каждый такой дизъюнкт представляет собой очередную цель, которую нужно достичь (как бы проверить ее истинность).

Рассмотрим вычисление этой же программы с другой целью: 7:?птица(Х), что означает "Существует ли (произвольная) птица?". Программиста обычно интересует не только сам факт успешного вычисления программы, но и конкретное значение переменной Х, при котором это возможно:




Заметим, что здесь цель вычисления была достигнута при нахождении единственного примера, который ему удовлетворяет. В общем, может быть необходимо найти все такие конкретизации, удовлетворяющие цели, т.е. процессор Пролога должен пытаться найти все возможные резольвенты-продолжения. Рассмотрим следующий пример.

Программа_2::
1: Grandparent(X,Y) ( Parent(X,Z), Parent(Z,Y)

2: Parent(elizabeth, charles)

3: Parent(charles, william)

4: Parent(charles, henry)
Содержательный смысл утверждений здесь очевиден. В качестве цели может быть выбрана любая из следующих:

5-а: ?Grandparent(elizabeth, henry);

5-b: ?Grandparent(elizabeth, V);

5-c: ?Grandparent(U, henry);

5-d: ?Grandparent(U, V).

Рассмотрим все возможные вычисления программы 2 при цели 5-d:
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В качестве последнего примера из [GL88] рассмотрим логическую программу сортировки списка. Будем считать, что если у списка L выделены начальный элемент (голова) H и весь остальной список Т (хвост), то список L будем записывать как L=H:T.
Первый оператор логической программы сортировки списка определим как утверждение, которое определяет сортировку списка как результат подходящей вставки головы списка в отсортированный хвост списка:

1. Sort(H:T,S) ( Sort(T,L), Insert(H,L,S)
Смысл этого утверждения следующий: "список S является результатом сортировки списка H:T, если L является результатом сортировки списка T и S есть результат вставки элемента H в подходящее место списка L". Это определение справедливо для всех списков, кроме пустых; этот частный случай можно учесть указанием конкретного факта: пустой список уже отсортирован:

2. Sort([],[])
Теперь мы должны определить, что означает операция Insert(Х,L,S)вставки элемента Х в отсортированный список L с получением отсортированного списка S. В случае, если этот элемент Х предшествует первому элементу списка L, то список S строится добавлением Х в качестве новой головы L:

3. Insert(X,H:T,X:H:T) ( Precedes(X,H)
Это утверждение имеет следующий смысл: "Если элемент X предшествует по порядку элементу Н, то результатом вставки X в отсортированный список H:T является отсортированный список X:H:T".
Если элемент H предшествует элементу X в списке H:T, то этот случай можно описать так:

4. Insert(X,H:T,H:T1) ( Precedes(X,H), Insert(X,T,T1)
что можно интерпретировать так: "Результатом вставки X в отсортированный список H:T является список H:T1, если H предшествует X и T1 является отсортированным списком, получаемым после вставки X в отсортированный список T".

Кроме того, следует определить вставку элемента в пустой список:

5. Insert(X,[],[X]).
Таким образом, полная программа сортировки списка имеет пять операторов - утверждений:

Программа_3::
1. Sort(H:T,S) ( Sort(T,L), Insert(H,L,S)
2. Sort([],[])
3. Insert(X,H:T,X:H:T) ( Precedes(X,H)
4. Insert(X,H:T,H:T1) ( Precedes(X,H), Insert(X,T,T1)
5. Insert(X,[],[X]).
Эту программу мы можем использовать многими различными способами, задавая различные цели. Например, "?Sort([dog cat pig], [cat dog pig])". При этой цели вычисление проверит, действительно ли список [cat dog pig] является отсортированной версией списка [dog cat pig]. При цели: "?Sort([dog cat pig], S)" вычислитель Пролога поместит в переменную S отсортированный список [dog cat pig]. При цели: "?Sort(S, [cat dog pig])" в переменную типа список S будут подставляться все перестановки элементов отсортированного списка [dog cat pig].

Применение логического вывода для анализа схем. 

Язык Пролог имеет множество применений. Рассмотрим в качестве простого примера его применения анализ логических схем [C87]. На рис. 2.4 представлена логическая схема полусумматора - основного блока двоичных сумматоров.




Рис. 2.4. Схема полусумматора

Описание этой схемы на Прологе может быть представлено следующим образом:

half_add(A,B,S,C) ( xor(A,B,S), nand(A,B,T1), not(T1,C).
Необходима спецификация каждой элементарной функции (базовой подсхемы), включенной в это описание. Такая спецификация прямо повторяет соответствующие таблицы истинности:

xor(0,0,0).
xor(0,1,1).
xor(1,0,1).
xor(1,1,0).
nand(0,0,1).
nand(0,1,1).
nand(1,0,1).
nand(1,1,0).

not(0,1).
not(1,0).
Целями Пролога для этой программы могут быть, например, следующие:

? half_add(0,0,S,C).
(Каковы выходы S и C этой схемы при входах 0,0? Ответ - S=0, C=0.)
? half_add(A,B,0,1).
(При каких входах выход S будет единичным, а выход C - нулевым? Ответы - А=0, В=1; А=1, В=0.)
? half_add(А,В,Х,Х).
(При каких входах схемы выходы S и С будут совпадать? Ответ - А=0, В=0, Х=0.)
? half_add(X,X,X,1).
(Может ли быть у схемы выход С равным 1 при одинаковых значениях ее входов и выхода S? Ответ - no.)
Приведенный пример показывает огромное разнообразие возможностей анализа логических схем с помощью Пролога.

2.3.4 Экспертные системы

Возможности логического программирования на основе статического описания ситуации (состояния некоторой прикладной области реального мира) выполнять логический вывод с получением нового знания в настоящее время все шире используется в разнообразных системах поддержки принятия решений в сложных ситуациях. Мы рассмотрим упрощенное описания одной из реально используемых на практике систем управления в компьютерных сетях и вычислительных системах Flipper, разработка которой недавно была завершена в Европейской исследовательской лаборатории фирмы Хьюлетт-Паккард [PGM93]. Flipper позволяет описать сложную вычислительную систему, как аппаратные, так и программные ее компоненты, таким образом, чтобы обеспечить решение задач ее управления в процессе ее функционирования. Flipper выполняет свои функции управления на основе представления модели управляемой системы в виде логических правил, подобных записи правил в языке Пролог.




Модели, задающие правила функционирования вычислительной системы, используют синтаксис, близкий записи правил языка Пролог. Например, правило, определяющее права доступа пользователя к файлу, имеет вид:
[User user] has [String mode] acessTo [File file]

IF

      [user]  isSuperUser;

|
      [user]  isOwnerOf   [file],

      [file]   ownerMode  [mode];

|

   ~ [user]  isOwnerOf    [file],

      [file]   isInGroupOf  [user],

      [file]   groupMode    [mode];

|

   ~[user]  isOwnerOf    [file],

   ~[file]   isInGroupOf  [user],

     [file]   worldMode    [mode]
Очевиден смысл этих правил: любой объект user класса User имеет право доступа mode класса String к объекту file класса File, ЕСЛИ этот объект user является привилегированным (SuperUser), ИЛИ если этот объект user является владельцем этого объекта file И тип доступа владельца к этому файлу совпадает с типом mode, ИЛИ … . Фактически, весь фрагмент - это описание правила принадлежности троек объектов <пользователь, файл, тип_доступа> к некоторому отношению "Пользователь_Имеет_к_файлу_Право_доступа".

Проверка запроса о том, почему некоторый конкретный пользователь не имеет доступа к конкретному файлу с конкретным правом доступа, состоит в логическом выводе правильности запроса 

? [петров] has [update] acessTo [compiler.exe] 
после того, как экспертная система затребует из реального мира конкретные сведения по подлежащим проверке отношениям "Быть привилегированным пользователем", "Быть владельцем файла" и т.д.

2.1  Задачи к главе 2.
2.2  Какие перечисленные ниже логические формулы являются следствиями других формул?
(а) ху; (б) х ((у; (в) (ху; (г) х((у; (д) (х(у; (е) х(у; (ж) ((ху); (з) х(у; (и) true; (к) false.

2.3  Доказать, что перечисленные в п.2.3 силлогизмы описывают правильные схемы рассуждений.

2.4  Пусть установлено, что если сеть Петри инвариантна, то она ограничена. Что можно сказать о неинвариантной сети Петри? Что можно сказать о неограниченной сети Петри?

2.5  Известно, что если число делится на 6, оно делится на 3 и на 2. Сформулировать контрапозицию.

2.6  Пусть справедлива теорема: “Нильпотентный идеал является модулярным и радикальным”. Нуждаются ли в доказательствах следующие утверждения: “Если идеал не нильпотентный, то он не радикальный” и “Если идеал не модулярен, то он не нильпотентный” 

2.7  Пусть справедлива теорема: “Для того, чтобы сеть Петри была ограничена и жива, достаточно, чтобы она была согласована и инвариантна”. Известно, что некоторая сеть Петри не ограничена. Что еще можно сказать о ней? Что можно сказать о неинвариантной сети Петри?

2.8  Предположим, что справедлива теорема: “Сеть Петри согласована и инвариантна только если она жива и ограничена”. Как доказывать эту теорему? Определить, какие из следующих утверждений являются следствиями этой теоремы::
(а) Сеть Петри ограничена только в случае, если она инвариантна;
(б) Несогласованность сети Петри является достаточным условием отсутствия у нее живости и ограниченности;
(в) Если сеть Петри не согласована, то она не может быть неживой, но ограниченной.

2.9  На какие этапы должно быть разбито доказательство утверждения: “Для того, чтобы МП-автомат был детерминированным и ограниченным, достаточно, чтобы распознаваемый им язык относился к классу LR(k) или к классу LL(k)”.
2.10  [П68] Справедливы ли утверждения:
а) Если верно, что дифференцируемая функция непрерывна, то невозможно, чтобы функция была дифференцируема и разрывна;
б) Если верно, что невырожденная матрица имеет обратную, то также справедливо, что матрица либо вырождена, либо имеет обратную.

2.11   Пусть известно, что хроничные сепульки латентны или бифуркальны. Какие из следующих утверждений в этом случае истинны:
а) сепульки не хроничны только в случае отсутствия у них свойства латентности;
б) латентность сепулек не является необходимым условием их хроничности или бифуркальности;
в) сепульки бифуркальны только в случае их хроничности либо латентности;
г) хроничность сепулек является достаточным условием их латентности или бифуркальности;
д) для того, чтобы сепульки были бифуркальны достаточно только, чтобы они были хроничны;
е) для нехроничности сепулек необходимо отсутствие у них как бифуркальности, так и латентности.

2.12   [C85] Мистер МакГрегор, владелец лавки из Лондона, сообщил в Скотланд-Ярд, что его ограбили. По обвинению МакГрегора были арестованы три подозрительных личности А, В и С. На основании показаний МакГрегора были установлено:
(а) Каждый из подозреваемых А, В и С в день ограбления был в лавке и никто туда больше не заходил;
(б) Если А виновен, то у него был ровно один сообщник;
(в) Если В не виновен, то С тоже не виновен;
(г) Если виновны ровно двое подозреваемых, то А - один из них;
(д) Если С не виновен, то В тоже не виновен.
Против кого Скотланд-Ярд выдвинул обвинение?

2.13  Трое рецидивистов, А, В и С, подозреваются в преступлении. Неопровержимо установлены следующие факты:
(1) Если А виновен, а В невиновен, то в деле участвовал С;
(2) С никогда не действует в одиночку;
(3) А никогда не ходит на дело вместе с С;
(4) Никто, кроме А, В и С в преступлении не замешан, но по крайней мере один из этой тройки виновен.
Можно ли на основании этих фактов выдвинуть обвинение против В? Против В или С? Против А?

2.14  [C85] В примере 2.6 инспектор Крейг поговорил с третьим обитателем больницы, Адамсом. На вопрос: “Кто Вы?” Адамс ответил нечто такое, что дало Крейгу основание считать, что Адамс - сошедший с ума доктор. Что сказал Адамс?

2.15  [Ш88]. По обвинению в ограблении перед судом предстали А, В, С и D. Установлено следующее:
(1) если А и В оба виновны, то С был их соучастником;
(2) Если А виновен, то по крайней мере один из двух, В и С, был его соучастником;
(3) С всегда “ходит на дело” вместе с D;
(4) Если А не участвовал в ограблении, то там был D.
Какие выводы можно сделать отсюда? Можно ли отсюда заключить, что В виновен? Можно ли заключить, что виновны А либо D?
2.16  [ЧЛ83]. Проблема химического синтеза. Предположим, что мы можем выполнить следующие химические реакции:
CO2+H2O ( H2CO3,
MgO+H2 ( Mg+H2O,
C+O2 ( CO2.
Можно ли получить (и в какой последовательности) H2CO3, если мы имеем MgO, C, H2 и O2?

2.17  Задача об опоздавшем автобусе ([Г84]). Даны следующие посылки:

1. Если Билл поедет на автобусе, то он потеряет свое место, если автобус опоздает.

2. Билл не сможет вернуться домой, если он потеряет свое место и он будет чувствовать себя подавленным.

3. Если Билл не получит работу, то он будет чувствовать себя подавленным и он не сможет вернуться домой.

Какие из следующих предложений верны, если верны указанные выше посылки? Дайте доказательства истинных предложений и контрпримеры к остальным.

а) Если Билл поедет на автобусе, то Билл потеряет работу, если автобус опоздает.

б) Билл получит работу, если он потеряет свое место и сможет вернуться домой.

в) Если Билл не потеряет своего места, то он не сможет вернуться домой и не получит работы.

г) Билл будет чувствовать себя подавленным, если автобус опоздает или он потеряет свое место.

2.18  Записать в форме предиката утверждения: “Если два объекта из М обладают свойством Р, то они совпадают”; “По крайней мере один студент решил все задачи”; “Каждую задачу решил по крайней мере один студент”.

2.19  ([П82]) Один из афоризмов Козьмы Пруткова звучит так: “Нет столь великой вещи, которую не превзошла бы величиной еще большая; нет вещи столь малой, в которую не вместилась бы еще меньшая”. Записать в форме предиката афоризм используя атомный предикат Р(х,у): “х больше у”. Являются ли обе части афоризма тождественными с точки зрения передаваемой информации?

2.20  Выразить с помощью предикатов: а) утверждение “Один и только один объект обладает свойством Р ” и его отрицание; б) утверждение “По меньшей мере два объекта обладают свойством Р ” и его отрицание.

2.21  В книге [Г84] изучаются проблемы корректности программ с помощью утверждений о соотношениях между программными переменными в различных состояниях программы. Выразить с помощью предикатов следующие утверждения:

(а) Все элементы массива b[j:k] нулевые.

(b)  Ни один элемент массива b[j:k] не нулевой.

(c)  Некоторые элементы массива b[j:k] нулевые.

(d)  Все нулевые элементы массива b[0:n-1] находятся в b[j:k].

(e)  Значения массива b[0:n-1] расположены в возрастающем порядке.

2.21  [Н81] Определение предела числовой последовательности в словесной формулировке имеет вид: “Число А является пределом последовательности (аn), если и только если для всякого положительного числа ( существует такое число N, что для всякого n, большего N, |an-A|<(”. В виде предиката это запишется так: A=lim an ( ((((R+)((N)((n)[n>N(|an-A|<(]. Получить необходимое и достаточное условие истинности утверждения “Число А не является пределом последовательности (аn)”, построив его в форме предиката, а потом сформулировать словесно.

2.22  Доказать методом резолюции, что если Кащей бессмертен, то он не человек.

2.23  Можно ли доказать справедливость рассуждения: “Ричард и Стенли - братья. Стенли носит фамилию Томсон. Следовательно, Ричард носит фамилию Томсон”? Какое дополнительное утверждение должно быть явно сформулировано для доказательства?

2.24  Проверить, можно ли из следующей совокупности фактов:
(F1) Марк был римлянином;
(F2) Цезарь был диктатором;
(F3) Те римляне которые ненавидели диктатора, пытались убить его;
(F4) Римляне либо были преданы диктатору, либо ненавидели его;
(F5) Марк не был предан Цезарю
вывести доказательство того, что Марк пытался убить Цезаря.
2.25  Проверить правильность рассуждения: “Никакой торговец подержанными автомобилями не покупает подержанный автомобиль для себя. Некоторые люди, покупающие для себя подержанные автомобили, бесчестны. Следовательно, некоторые бесчестные люди не являются торговцами подержанными автомобилями”.
2.26. Выполнить вручную программу на языке ПРОЛОГ:
дедушка(Х,У)(отец(Х,V), отец(V,У)
отец(Чарльз, Вильям)
отец(Джереми, Пол)
отец(Вильям, Генри)
отец(Чарльз, Смит)
отец(Смит, Майк)
отец(Смит, Джереми)
?дедушка(Чарльз, Z)
которая должна найти всех внуков Чарльза. Ответом является каждая конкретизация переменной Z, полученная алгоритмом унификации на пути построения пустой резольвенты.
2.27  Вычисление резольвент для программы на ПРОЛОГЕ следует определенной стратегии, при которой вычисляются резольвенты, порождаемые целью или ее потомком и каким-либо правилом или фактом, которые просматриваются последовательно сверху вниз. Можно ли утверждать, что ответ на вопрос программы отрицателен, если не найдена пустая резольвента, хотя очевидно, что при этой стратегии строятся не все возможные резольвенты.

2.28  Построить программу на языке Пролог и провести ручную прокрутку ее для решения следующей проблемы: " Известно, что каждый предок любит своего потомка. А - дедушка В, а В и С - братья. Доказать, что А любит С".

2.29  Содержание объявления в газете “Экстра-Балт” No 31 от 15 августа 1966 года: “Выношу благодарность доктору Сан-Ал-Мину за возвращенное мне счастье, дай Бог ему здоровья” наводит на размышление о том, что это фальшивка. Действительно, если это не фальшивка, то Сан-Ал-Мин, по-видимому, действительно хороший доктор. Но если он такой хороший. то он может лечить всех. Однако, для его собственного здоровья доктору Сан-Ал-Мину необходима божественная помощь, следовательно сам себя доктор Сан-Ал-Мин вылечить не может. Следовательно, это объявление - фальшивка. Формализуйте это рассуждение и докажите, что данное объявление - фальшивка.

2.30  Выполните вручную программу 3 сортировки списка для цели ?Sort([23 5 7], S).
2.31  Выполните вручную программу Пролога анализа схемы полусумматора для целей ?half_add(A,B,0,1), ? half_add(А,В,Х,Х), ? half_add(X,X,X,1).
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