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Алгебраическая структурная теория конечных автоматов

Проблема упрощения реализации логического блока конечного автомата связана с формальными свойствами разбиений множества состояний автомата, а эти свойства можно исследовать методами алгебры. Впервые связи между универсальной алгеброй и реализацией конечных автоматов были исследованы в монографии [HS66]. Изложенная там алгебраическая cтруктурная теория конечных автоматов описывает возможность построения автоматов из отдельных модулей, что в итоге приводит к упрощению их реализации. Эта теория, как пишут авторы, “обладает абстрактной красотой и имеет удивительные приложения”. В следующих разделах мы рассмотрим эту теорию.

Кодирование внутренних состояний конечного автомата

Кодирование внутренних состояний автомата никак не сказывается на логике его функционирования: при любом кодировании состояний автомат будет реализовывать одно и то же преобразование последовательностей входных сигналов в выходные. Кодирование состояний, однако, может влиять на надежность устройства, скорость его переключения, простоту реализации логического блока и т.д. До сих пор ведутся исследования проблемы оптимального кодирования состояний конечного автомата при различных критериях оптимальности, начатые еще в 60-х годах прошлого века. Например, в докладе [KFF96] решается задача поиска такого кодирования состояний автомата, которое дает реализацию с минимальной рассеиваемой мощностью в элементах памяти. Для этого на определенном типе входных последовательностей учитывается частота переключения между парами всех состояний, и наиболее часто переключаемые пары состояний кодируются близкими по Хеммингу кодами. Это в среднем уменьшает число переключаемых триггеров при работе автомата.

Другим критерием оптимальности кодирования состояний автомата является простота реализации логического блока автомата. Рассмотрим автомат, в котором определена только функция переходов. Начальное состояние автомата не будем выделять, в нашем рассмотрении оно не имеет значения. Пусть автомат А1=<S,X,(> имеет 8 состояний S={0,…,7} и два входных сигнала, а и b. Функция переходов автомата ( представлена следующей таблицей:
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Рассмотрим логические функции, реализующие функцию переходов автомата А1 при трех различных кодированиях внутренних состояний А1. Первый вариант кодирования использует двоичные коды номеров состояий. По кодированной таблице переходов с использованием карты Карно легко построить минимальные ДНФ каждой из двоичных функций, определяющих переключение двоичных разрядов (триггеров) блока памяти при кодировании входного сигнала х=0 для а и х=1 для b:

	Кодирование состояний A1
	Кодированная таблица переходов
	Двоичные функции для трех разрядов
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При этом варианте кодирования каждая функция Q1, Q2 и Q3, определяющая двоичные разряды кода следующего состояния, зависит от всех трех значений q1, q2 и q3 кода текущего состояния автомата. Рассмотрим другой вариант кодирования внутренних состояний автомата А1: 

	Кодирование состояний A1
	Кодированная таблица переходов
	Двоичные функции для трех разрядов
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Функции Q1 и Q2 имеют при таком кодировании значительно более простой вид. Принципиальное отличие данного варианта от предыдущего состоит в том, что функции Q1 и Q2 вовсе не зависят от q3. Поэтому автомат А1 при таком кодировании можно реализовать так. Построим схему В, на каждом шаге своего функционирования определяющую первые два разряда кода следующего состояния А1 (Q1 и Q2) по этим же разрядам кода текущего состояния А1 (q1 и q2) и входному сигналу x. Автомат А1 можно построить как композицию этой схемы В с другой схемой С, которая по разрядам q1 и q2, полученным от схемы В, и разряду q3 текущего состояния автомата А1 определяет разряд Q3 его следующего состояния. Фактически, схема В представляет собой автомат. Такая реализация называется последовательной декомпозицией конечного автомата А1. Очевидно, что подобное кодирование состояний автомата обладает очень удобными свойствами. Можно ли его найти без перебора множества всех возможных кодирований, которых для автомата А1 более 40000?

Рассмотрим этот вариант кодирования с другой точки зрения. Каждый разряд двоичного кодирования множества состояний S и любая группа разрядов определяют разбиение этого множества на классы эквивалентности. В один класс попадут те элементы из S, которые имеют одно и то же значение выбранных разрядов. При выбранном нами кодировании разряды q1 и q2 одинаковы у состояний 0 и 7 (кодируются 00), 1 и 2 (кодируются 10) и т.д. Это соответствует разбиению множества состояний автомата А1 на классы эквивалентности, причем эквивалентными здесь естественно считать те состояния, при кодировании которых пары первых двоичных разрядов одинаковы. Это дает разбиение ((({<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>}. Поскольку Q1и Q2 – это двоичные разряды следующего состояния автомата, а q1 и q2 – те же самые разряды предыдущего состояния, то можно считать, что при таком разбиении в конечном автомате А1 выделен упомянутый выше “подавтомат” В, состояниями которого можно считать блоки разбиения ((. Его таблица и граф переходов определяются так:

	В::
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Итак, упрощение реализации автомата А1 определенно связано с тем, что разбиение (( на множестве состояний А1 согласовано с его функцией переходов, а именно, по номеру блока разбиения ((, в котором находится текущее состояние автомата А1, и входному сигналу однозначно определяется номер блока этого разбиения, в котором будет находиться следующее состояние А1. При поиске наиболее простой реализации автомата перебор кодирований его состояний можно заменить задачей поиска таких разбиений его множества состояний, которые обладают свойством “согласованности” с функцией переходов автомата (“замкнутостью” относительно этой функции).

Рассмотрим третий вариант кодирования состояний автомата А1. Он отличается от предыдущего только значениями кода в третьем разряде:

	Кодирование состояний A1
	Кодированная таблица переходов
	Двоичные функции для трех разрядов
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При этом кодировании функции переходов приобретают совсем простой вид. В частности, функция Q3 зависит только от q3. Это дает возможность независимой реализации групп функций {Q1, Q2} и {Q3}, что приводит к реализации автомата А1 как параллельной композиции двух независимо функционирующих автоматов.

Новый вариант кодирования состояний А1, который определяет такую простую его реализацию, отличается от предыдущего варианта только значениями разряда q3. Соответствующее разбиение множества состояний А1 – это ((={<0,2,4,5>; <1,3,6,7>}. Разбиение (( обладает тем же свойством, что и разбиение (1, оно тоже согласовано с функцией переходов автомата А1.

Таким образом, проблема упрощения реализации логического блока конечного автомата связана с формальными свойствами разбиений множества состояний автомата.

Разбиения и частично упорядоченные множества

Несмотря на то, что понятие разбиений уже использовалось ранее, мы введем его здесь формально вместе со сведениями о свойствах разбиений.

Определение 3.8. Разбиением множества M называется множество непересекающихся непустых подмножеств, объединение которых совпадает с M. 

Разбиение конечного множества задают перечислением его элементов (блоков). Например, (1={<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} - это разбиение множества из восьми элементов {0,1, … ,7} на четыре блока. Другие возможные разбиения этого же множества: (2= {<0,2,4,5>; <1,3,6,7>}, (3= {<0>;<1>; <2>;<3,6>;<4>;<5>;<7>}, (4= {<0,7>;<1,2>;<3,4,5,6>}.

Множество всех разбиений множества M будем обозначать П(M). Разбиения множества M тесно связаны с отношениями эквивалентности на M. Справедлива следующая

Теорема 3.4. Всякое отношение эквивалентности на множестве M определяет разбиение M (на классы эквивалентности) и обратно, каждое разбиение M определяет отношение эквивалентности на M.

Пусть ( - некоторое отношение эквивалентности на M. Подмножество элементов множества M, эквивалентных a(M, называется классом эквивалентности для а: [a]( ={x|x(M & x(a}. Легко видеть, что классы эквивалентности – это блоки разбиения, соответствующего данной эквивалентности. Блок разбиения (, содержащий элемент а(M, обозначается [a]( - точно так же, как и класс соответствующей эквивалентности для а.
На множестве П(M) можно ввести операции сложения и умножения. Результат умножения разбиений определяется очень просто: это разбиение, блоками которого являются пересечения блоков исходных разбиений. Например, (2*(4= {<0>;<1>;<2>;<3,6>;<4>;<5>;<7>>}. Формально, [a](*(= [a]( ([a](. Знак операции умножения разбиений часто опускается. Сумма двух разбиений определяется как разбиение, блоками которого являются объединения пересекающихся блоков исходных разбиений. Например, (2+(4= {<0,1,2,3,4,5,6,7>}. Определим этот алгоритм формально:

                    Пусть для любого а(M, [а]1= [a]( ( [a](.

       Для i>1 пусть [a]i+1= [a]i ({B | В – блок ( или (, пересекающийся с [a]i}.

       Тогда [a](+( = [a]i, для такого i, что [a]i= [a]i+1.

Этот алгоритм соответствует операции транзитивного замыкания объединения двух отношений эквивалентности. Операции сложения и умножения разбиений обладают, кроме прочих, свойствами идемпотентности (поглощения), коммутативности и ассоциативности:

(*(=(; (+(=(;

(*(=((; (+(=(+(;

((*()*( =(*((*();  ((+()+( =(+((+().

Среди всех элементов П(M) существуют два особых разбиения – одно, состоящее из единственного блока, включающего все элементы из M, и другое, каждый блок которого состоит из одного единственного элемента. Первое называют наибольшим, а второе - наименьшим разбиениями, обозначая их I и 0 соответственно. Для множества из 8 элементов эти разбиения имеют вид: I= {<0,1,2,3,4,5,6,7>} и 0= {<0>;<1>;<2>;<3>;<4>;<5>;<6>;<7>}. Очевидно, что для любого разбиения ( справедливы соотношения: I+(=I, I*(=(, 0+(=(, 0*(=0. Разбиение I играет роль единицы, а 0- роль нуля в алгебре разбиений.

Разбиения из П(M) образуют частичный порядок. Два разбиения ( и ( находятся в отношении ‘(’, если блоки разбиения ( являются подблоками разбиения (. Например, (1={<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} находится в этом отношении с (4={<0,7>;<1,2>;<3,4,5,6>}, и оба они находится в этом отношении с I. Вообще разбиение I является наибольшим, а разбиение 0 – наименьшим элементами этого частичного порядка. Диаграмма Хассе перечисленных выше разбиений множества из восьми элементов приведена на рис.3.22.
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Рис.3.22. Диаграмма Хассе множества разбиений {0, (1, (2, (3, (4, I}

Пусть W- частично упорядоченное множество и U(W. Множество U имеет в W точную нижнюю грань w, когда ((u(U)w(u, причем ((w’(W)((u(U)w’(u ( w’(w. Множество U имеет в W точную верхнюю грань тогда и только тогда, когда существует элемент w(W, такой что u(w для любого элемента u из U, причем ((w’(W)((u(U)u(w’ ( w(w’. Частично упорядоченное множество W называется решеткой (lattice), если для любой пары элементов из W в множестве W существуют как точная нижняя, так и точная верхняя грань этой пары. Справедлива

Теорема 3.5. Множество всех возможных разбиений произвольного множества является решеткой.

Действительно, легко показать, что для любой пары разбиений {(, (} их точная нижняя грань – это их произведение (*( , а точная верхняя грань – это их сумма (+(. На множестве всех возможных разбиений множества могут существовать подмножества, также являющиеся решетками. Например, решетку составляет пара {0, I} разбиений. Множество рассмотренных выше разбиений {0, (1, (2, (3, (4, I} множества {0,…,7} также является решеткой – здесь для каждой пары разбиений существует как нижняя, так и верхняя грани. Рис.3.22 представляет диаграмму Хассе этой решетки.

Универсальные алгебры и конгруэнции

Понятие алгебры было введено в главе 2, когда рассматривались свойства булевых алгебр. Как оказывается, конечный автомат тоже можно рассматривать как алгебру, поскольку алгебра – это просто множество с несколькими определенными на нем операциями. Введем формально понятие универсальной алгебры.
Определение 3.9. Множество M вместе с набором операций (={(1, ... , (s}, (i: M ni ( M, где ni – арность операции (i, называется универсальной алгеброй.

Множество M называется носителем алгебры, ( называется сигнатурой, а вектор арностей операций <n1,…, ns> называется типом алгебры. Записывается алгебра так: <M; (1, ... , (s> или <M; (>. Примеры алгебр: 

<R, +,*> - алгебра действительных чисел, ее тип <2,2>;

<2M;(,(,(> - алгебра подмножеств над множеством M, ее тип <2,2,1>;

<N;+> - алгебра целых положительных чисел с одной операцией сложения, ее тип <2>;

<((M); +, *> - алгебра разбиений множества M, ее тип <2,2>.

Применение результатов теории универсальных алгебр к теории автоматов возможно потому, что конечный автомат специального вида, у которого определена только функция переходов, тоже можно рассматривать как универсальную алгебру. Действительно, носителем такой алгебры можно считать множество состояний автомата, а сигнатурой – множество функций переходов, по одной для каждого входного сигнала автомата. Например, автомат с множеством состояний S, множеством входных сигналов Х и функцией переходов (: SхХ(S представляется универсальной алгеброй <S; {(x| x(X}>, где каждая функция (x – унарная операция (x: S(S для соответсвующего х. Конечный автомат А1=<S, X={a,b}, (> можно представить универсальной алгеброй <S; (а, (b> с носителем S и двумя унарными функциями переходов (а и (b. Ее тип <1,1>.

Определение 3.10. Разбиение ( на носителе M алгебры < M; (1, ... , (s> такое, что 

((i(1…s)((aj,bj(M) [aj]( = [bj]( ( [(i(a1, …,ar)] ( = [(i(b1, …,br)] (.

называется конгруэнцией.

Итак, конгруэнция алгебры – это разбиение, согласованное с операциями алгебры именно в том смысле, который мы рассматривали при кодировании состояний конечного автомата. А именно, если соответствующие аргументы операции алгебры брать из одного и того же  блока конгруэнции, то результат операции всегда будет попадать в один и тот же блок этой конгруэнции.

Например, пусть ÅN = <N;+> - алгебра целых положительных чисел с одной операцией сложения. Разбиение ( множества целых чисел N на блоки (={B0, B1, B2} такие, что в i-й блок попадают все числа, равные i по модулю 3, является конгруэнцией. Действительно, алгебра ÅN имеет только одну бинарную операцию сложения. Для любых a1,a2,b1,b2(N, если a1 находится в одном и том же блоке разбиения (, что и b1 (т.е. они равны по модулю 3), а a2 находится в одном и том же блоке (, что и b2 (они также равны по модулю 3), то результаты двух операций а1+а2 и b1+b2 находятся в одном и том же блоке ( (т.е. результаты сложений этих чисел также равны по модулю 3). Например, если и а1, и b1 взять из блока В1, а а2 и b2 – из блока В2, то результаты будут в блоке В0 в обоих случаях.

Вследствие свойства согласованности конгруэнций относительно операций алгебры, по любой конгруэнции ( алгебры можно определить алгебру с той же сигнатурой, но заданную на блоках (. Такая новая алгебра называется фактор-алгеброй исходной алгебры по конгруэнции (. Например, для алгебры ÅN по конгруэнции ( можно определить фактор-алгебру ÅN/( =<{B0, B1, B2}; (>, где операция сложения ( определена на блоках Вi очевидным образом: ((a,b(N) [a]( ( [b]( = [a+b](. Любая алгебра всегда имеет две тривиальных конгруэнции – нулевое разбиение 0 и единичное разбиение I носителя алгебры. Фактор-алгебра Å/0 изоморфна исходной алгебре Å, фактор-алгебра Å/I определяет наиболее абстрактное представление алгебры - простейшую алгебру той же сигнатуры с одноэлементным носителем. Любая нетривиальная конгруэнция ( алгебры Å, если она существует, определяет фактор-алгебру Å/(, имеющую менее детальную структуру, чем исходная алгебра.

Рассмотрим, как понятия конгруэнции и фактор-алгебры можно использовать для конечных автоматов. Разбиение (1={<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} множества состояний конечного автомата А1, очевидно, является конгруэнцией соответствующей этому автомату алгебры <S; (а, (b>. Действительно, легко видеть, что функции переходов автомата А1 “согласованы” с разбиением (1. Например, (а(1)=4, (а(2)=3, т.е. можно считать, что (а отображает блок <1,2> в блок <3,4>, или, формально, [(а(1)](1 = [(а(2)](1=<3,4>. Это же верно и для (b: [(b(1)](1 =[(b(2)](1=<0,7>. Непосредственной проверкой можно убедиться, что для (1 выполняется соотношение: 

((х(Х)((s, r(S) [s](1 = [r](1 ( [(х(s)](1 = [(х(r)](1. 

Последняя формула является определением конгруэнции конечного автомата. А именно,
Определение 3.11. Разбиение ( на множестве состояний конечного автомата А является конгруэнцией, если под воздействием любого входного сигнала автомат из двух любых состояний, принадлежащих одному и тому же блоку разбиения (, переходит в состояния, также принадлежащие одному и тому же (произвольному) блоку этого разбиения.
Очевидно, что разбиение 0 множества состояний на одноэлементные блоки всегда является конгруэнцией так же, как и разбиение I, которое содержит один единственный блок, включающий все состояния автомата. Кроме этих тривиальных конгруэнций автомат может иметь и другие, нетривиальные конгруэнции. Например, для автомата А1 все разбиения рис.3.22 являются конгруэнциями.

Конгруэнция ( конечного автомата А=(S,X,s0,() определяет фактор-автомат А/( = ((, X, [s0](,((), состояниями которого являются блоки разбиения (, а функция переходов (( для каждого входного сигнала х из Х и каждого блока разбиения ( индуцирована конгруэнцией (: 

((х(Х)((s(S) (( ([s](, х) = [((s,х)](.

Для автомата А1 фактор-автоматы А1/(i по конгруэнциям (1={<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} и (2={<0,2,4,5>;<1,3,6,7>}, а также по максимальной конгруэнции I задаются следующими таблицами и графами переходов:
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Таким образом, любой автомат А всегда имеет две тривиальных конгруэнции – нулевое разбиение 0 и единичное разбиение I множества состояний. Фактор-автомат А/0 изоморфен исходному автомату А, фактор-автомат А/I определяет наиболее абстрактное представление автомата – простейший автомат с одним состоянием, у которого каждый входной сигнал оставляет автомат в этом же состоянии. Если автомат А имеет нетривиальную конгруэнцию (, то она определяет фактор-автомат А/(, имеющий менее детальную структуру, чем исходный автомат А.

Основным вопросом структурной теории конечных автоматов является вопрос нахождения и использования нетривиальных конгруэнций и соответствующих фактор-автоматов.

Последовательная декомпозиция конечных автоматов

Пусть конечный автомат А имеет нетривиальную конгруэнцию (. Очевидно, что фактор-автомат А/( представляет поведение исходного автомата А с меньшей детальностью. Если говорить точнее, фактор-автомат А/( задает поведение А с точностью до блоков разбиения (.

Поставим вопрос: чем фактор-автомат А/( может помочь при реализации автомата А? Ведь фактор-автомат предоставляет только часть информации о поведении исходного автомата. Очевидно, что если мы реализуем фактор-автомат А/(, то будем знать номер блока разбиения (, которому принадлежит текущее состояние автомата. Выбрав любое разбиение (, ортогональное конгруэнции (т.е. такое, что (*(=0), и проведя двоичное кодирование блоков разбиения (, мы можем построить последовательную декомпозицию исходного автомата в точности так, как это было сделано для автомата А1 по конгруэнции ((({<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} и ортогональному ему разбиению (({<0,1,3,6>;<2,4,5,7>} при втором варианте кодирования состояний А1. В общем случае, справедлива

Теорема 3.6. Если конечный автомат имеет нетривиальную конгруэнцию, то для него существует последовательная декомпозиция.
Доказательство: Пусть (={B1,B2,…}- конгруэнция конечного автомата A={S,X,s0,(}, и (= {Т1,Т2,…}-произвольное разбиение S такое, что (*(=0. Пусть К(Вi) – двоичный код блока Вi разбиения (, а К(Тj) – двоичный код блока Тj разбиения (. Каждое состояние s(S закодируем кодом К([s]()K([s](). Очевидно, что поскольку ( - конгруэнция, то соответсвующие разряды двоичного кода следующего состояния конечного автомата А могут быть определены как функция только этих же разрядов текущего состояния, что и определяет последовательную декомпозицию автомата.
Параллельная декомпозиция конечных автоматов

Параллельная декомпозиция конечных автоматов также строится просто: если на множестве состояний автомата А существуют две ортогональные конгруэнции ( и (, то пара независимо работающих фактор-автоматов А/( и А/( реализуют исходный автомат А. Доказательство этого положения очевидно. В приведенном выше примере реализации автомата А1 при третьем варианте кодирования состояний дополнительно к конгруэнции ((({<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>} была выбрана ортогональная ей конгруэнция (2= {<0,2,4,5>; <1,3,6,7>}.

Рис.3.23 представляет структуру последовательной и параллельной декомпозиции конечного автомата А.

	
[image: image6.wmf] 

A

 

 

C

 

 

А/

p

 



	
[image: image7.wmf] 

A

 

 

А/

r

 

 

А/

p

 

 





Рис.3.23. Последовательная и параллельная декомпозиция конечного автомата

Алгоритм поиска конгруэнций конечного автомата
Этот алгоритм основывается на следующей теореме, которую мы приводим без доказательства:

Теорема 3.7. Множество конгруэнций универсальной алгебры является решеткой.

Определим замыкание [[(]]А разбиения ( на множестве состояний автомата А=(S,X, (,) как такую конгруэнцию, что (([[(]]А, причем [[(]]А - это минимальная конгруэнция A, обладающая этим свойством. Замыкание [[(]]А можно построить, используя следующий алгоритм. 

· Положим (0= (. Это начальное разбиение для последующей итерации.

· Для i(0 определим (i+1= (i + ([r](i=[s](i(x(X ((((r,x), ((s,x)). 
Иными словами, следующее разбиение в каждой итерации строится как сумма предыдущего разбиения и разбиений ((((r, x), ((s, x)) для каждой пары тех состояний, в которые А переходит из каждой пары состояний r и s, принадлежащих одному блоку разбиения предыдущей итерации для каждого входного сигнала.

· Замыкание [[(]]А определяется как такое разбиение (i, что (i+1= (i. 

Здесь ((r,s) обозначает элементарное разбиение, которое объединяет в один блок только r и s, а все остальные его блоки – одноэлементные. Если r=s, то ((r,s)=0. Все множество конгруэнций автомата А может быть построено в два этапа. На первом этапе для каждой пары (r,s) различных состояний А строится замыкание [[((r,s)]]А. Все построенные таким образом конгруэнции являются образующими решетки конгруэнций автомата А. На втором этапе для построения полной решетки конгруэнций автомата А следует перебрать все возможные суммы конгруэнций, построенных на первом этапе.

Для автомата А1, содержащего 8 состояний, на первом этапе строится 7+6+5+...+1=28 таких замыканий разбиений ((0,1), ((0,2), ... , ((6,7).

Рассмотрим, например, вычисление [[((0,1)]]А1. В соответствии с алгоритмом, (0=((0,1)= {<0,1>;<2>;<3>; <4>;<5>;<6>;<7>}. Для получения (1 это разбиение надо объединить с разбиениями ((((0,a),((1,a))=((3,4) и ((((0,b),((1,b))=((4,7). Поэтому (1=(0+((3,4)+((4,7)={<0,1>;<2>;<3,4,7>;<5>; <6>}. Разбиение (2 строится как объединение разбиения (1 с разбиениями:

((((3,a),((4,a))=((1,2),

((((3,b),((4,b))=((5,6), 

((((3,a),((7,a))=((2,4),

((((3,b),((7,b))=((3,6),

((((4,a),((7,a))=((1,4),

((((4,b),((7,b))=((3,5).
Таким образом, (2={<0,1,2,3,4,5,6,7>}=I. На этом вычисление [[((0,1)]]А1 заканчивается, поскольку получено максимальное разбиение.

Построим теперь замыкание разбиения [[((0,2)]]А1. Вначале (0=((0,2). Разбиение (1 = (0 + ((((0,a),((2,a)) + ((((0,b),((2,b))= (0 + ((3,3) + ((0,4) = {<0,2,4>; <1>; <3>;<5>; <6>,<7>}. Далее, (2 = (1 + ((((0,a),((4,a)) + ((((0,b),((4,b)) + ((((2,a),((4,a)) + ((((2,b),((4,b))= (1 + ((1,3) + ((4,5) + ((0,5) + ((4,5) = {<0,2,4,5>; <1,3>; <6>,<7>}. Окончательно, [[((0,2)]]А1= {<0,2,4,5>; <1,3>;<6,7>}.

Для автомата А1 эта процедура дает 9 нетривиальных конгруэнций (1-(9:

	(1={<0,7>;<1,2>;<3,4>;<5,6>},

(2= {<0,2,4,5>; <1,3,6,7>},

(3= {<0>;<1>;<2>;<3,6>;<4>;<5>;<7>},

(4= {<0,7>;<1,2>;<3,4,5,6>},

(5= {<0,5>;<1,3>;<2,4>;<6,7>},
	(6= {<0>;<1>;<2>;<3>,<4,5>;<6>,<7>},

(7= {<0,5>;<1,3,6,7>;<2,4>},

(8= {<0,2,4,5>;<1,3>;<6,7>},

(9= {<0,5,6,7>;<1,2,3,4>}.


На втором этапе к этому множеству должна быть добавлена конгруэнция (10 = {<0>;<1>;<2>; <3,6>;<4,5>;<7>}, полученная сложением конгруэнций (3 и (6. Суммы пар всех остальных конгруэнций, входящих в множество {0, (1, … , (10 ,I} принадлежат этому же множеству. Следовательно, построение множества конгруэнций автомата А1 закончено.

Диаграмма Хассе решетки конгруэнций автомата А1 представлена на рис.3.24.
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Рис.3.24. Решетка конгруэнций автомата А1
Задачи 

3.21. Построить полную решетку разбиений множества из четырех элементов; двух элементов; одного элемента.

3.22. Построить фактор-алгебры АN/0, АN/( и АN/I  для алгебры АN= <N;+> - алгебры целых положительных чисел с одной операцией сложения. Разбиение ( объединяет в один класс все числа, равные по модулю 5. Какие конгруэнции имеет алгебра АN?

3.23. Построить последовательную декомпозицию автомата А1 по конгруэнции (9= {<0,5,6,7>;<1,2,3,4>}.

3.24. Построить параллельную декомпозицию автомата А1 по двум ортогональным конгруэнциям (4= {<0,7>;<1,2>;<3,4,5,6>} и (5= {<0,5>;<1,3>;<2,4>;<6,7>}.
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